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ESSAI D'UNE DÉMONSTRATION DE LA FORMULE DE LAPLACE 

RELATIVE AU DÉVELOPPEMENT DES DETERMINANTS 

Par M" V» P. Prime. 



La théorie des déterminants, jadis imaginée par Leibniz 
(Lettre au marquis de VHospital, i8 avril 1693), venait d*être 
réinventée par Cramer (Introduction à l'analyse des courbes 
planes, 1750), et Bezout avait publié sa règle poar le dévelop- 
pement de la résultante d'un système d'équations linéaires 
(Histoire de l* Académie royale des Sciences, 1764). Laplace, 
rencontrant cette résultante dans ses Recherches sur le calcul 
intégral et le système du monde (Histoire de V Académie royale des 
Sciences, 1772, seconde partie), reproduisit la règle de Bezout, 
puis en exposa une plus simple. « Voici maintenant, dit-il 
(toc. cit. page 300), un procédé fort simple qui peut considé- 
rablement abréger le calcul de l'équation de condition entre 
les lettres a, 6, c,... o Ce procédé consiste à passer du cas de 
deux équations à celui de trois, de celui-ci au cas de quatre, 
et ainsi de suite. 

En 1841^ Jacobi introduisit le procédé de Laplace au cha- 
pitre 8 de son mémoire « De formatione et de proprietatibus 
Determinantium t> (Journal de Crelle, tome XXII ), il l'énonça 
sous forme de théorème et en déduisit une formule dont il 
apprécie l'utilité en ce.^ termes : « Formula proposita expediri 
potest Determioantis indagatio si Determinantia partiala, quse 
singulorum productorum factores constituunt, valoribus sim- 
plicibus gaudent. » 

Les démonstrations que l'on donne aujourd'hui du théorème 
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de Laplaco sont laborieuses {*) ; celle que nous proposons, 
dans cet article, est une conséquence immédiate du théorème 
de Binet et Cauchy sur la multiplication des déterminants 
simples et multiples et des relations, bien connues, entre un 
déterminant et son déterminant adjoint. 
Etant donné le déterminant 

nous désignerons, par le symbole ajy,«, ... „, ce qu'il devient 
quand on annule les éléments des colonnes j, l, ., . s, à 
l'exception des éléments Utj, aku • • • (^n que l'on remplace par 
l'unité. Il résulte immédiatement, de la définition, des déter- 
minants, que le déterminant aij^^^ ... ,.« est, dans le dévelop- 
pement de 0, le coefficient du produit aijaki...arg; si les 
indices j, /, ... « sont en nombre p, «<,-,«,...„ est un p***»® 
mineur du déterminant 6. 

Le déterminant (a^j, a^ ... a„) formé des éléments qui, 
dans ô; sont situés aux points de croisement des lignes t, A:, 
. . . r et des colonnes j\ l, ... s, est le déterminant complé- 
mentaire du mineur a^-^ki, ... „. 

Ces définitions et notations admises, on peut énoncer le 
théorème de Laplace comme il suit : 

Le développement du déterminant 

6 = (a^j a|2 • • • ^nn) 

est donné, en fonction des mineurs de classe p < n, parla formule 



2 



ô = ^^ (flij, au, ... are), «ij, kl, ... rs, 

dont le second membre contient autant de termes que Von peut faire 
de combinaisons avec n objets, en les prenant p à p. 

Soit H = (a^j , ajjj , . . . a„n)> 

le déterminant adjoint du déterminant ; faisons le produit 
des déterminants multiples : 



an ail ^in 

flfcl 0,k2 akn 



flrl ^fi ^i-n l 



«Al ^k'I ..... «*/» 



Ctrl «r2 



a 



m 



(•) Voir Mansion, Déterminants (Exercices 4, 13, 27, 33). 
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formés des éléments des lignes i,k, . .. r des déterminants d, 
H. En vertu du théorème de Binet et Cauchy, il vient ainsi 

y 

J, if » * , s 

Mais, d'après la théorie des déterminants adjoints, 

(«y » a*I > • • • Ûtr» ) = 6^^*. «i;, JM, ... r«. 

On a donc bien 

6 = ^ {ttij , afci , ... an ) .«y, fci, ... „ (*). 
i, /, ... « 



NOTE DE MECANIQUE 

Par M. H. • • • 



1. Sur LE PRINCIPE DE Galilée. — Le principe de Galilée 
peut se démontrer en prenant pour base un autre principe, 
que Tesprit admet plus facilement et qu'on peut énoncer sous 
la forme suivante : 

« La matière n'est pas douée de libre arbitre. » 

Considérons un point matériel soumis : 

1® A Faction de 'sa vitesse initiale, 

2« A celle des forces F. F', F", . . . 

S'il n'était soumis qu'à l'action de sa vitesse initiale, il 
parcourrait, dans le temps dt, un espace dont nous désignerons 
les composantes, parallèles à trois axes rectangulaires, par a, 
6, c. 

Si, parlant du repos, il était soumis à l'action de la seule 
force F; dans ce même temps dt, il décrirait un certain 
chemin; soient a, p, y les composantes, etc. 

Or, si le point n'est pas doué de libre arbitre, la projection A, 
sur l'axe de x, du chemin qu'il décrira dans le temps dt, sera 
fonction de a, 6, c, a, p, y*** 

Posons donc 

A = 9(a, 6, c, a, p. Y, a', p', y'. ■ .)• 

(*) M. Catalan a donné une autre démonstration de ce théorème dans les 
MÉMOIRES ET Bulletins de l'Académie de Belgique. 
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Dans cette égalité a, b, c représentent des infiniment petits 
du premier ordre; mais a, ^, y... sont à\i second ordre. En effet, 
sous rinfluence d'une force, un point parcourt, en projection, 
un chemin s + s't -f- s'7* -h . . . On peut supposer s nul, 
pour ^ = G. D'autre part, s' est nul; car s' est la vitesse ini- 
tiale, vitesse nulle, par hypothèse; donc a est du deuxième 
ordre, au moins. D'après cela, en développant A, et en bornant 
l'approximation au deuxième ordre, on aura 

A = ma -h n6 -h pc -h ga^ -4- hab -+-... 
-f- Ma -+- Np + Py + M'a' + ... 
Or, pour a = p = Y=ra'...=o, ona A=a; donc 

m = I, n = G, p = G, g = o. 
Ecrivons donc 

A = a -4- Ma + Np + Py 4- ... 

Si, dans celte égalité, on fait a = g, ol --- o, p = g . . . 
on doit avoir A = a; donc M = i, N = g, ^ = q^ etc. 

Finalement 

A = o -+- a -h a' . . . 

égalité qui est la traduction du principe de l'indépendance. 

2. Sur un postulatum. — On peut démontrer que la condition 
nécessaire et suffisante pour que deux forces appliquées à un 
solide se fassent équilibre est qu'elles soient égales et directement 
opposées. 

Voici cette démonstration 

Pour qu'un solide soit en équilibre, il faut et il suffit que 
chacun de ses points soit en équilibre, il faut donc que la somme 
des projections sur un axe de toutes les forces agissant en un 
point quelconque A du corps, que nous supposons en équilibre, 
soit nulle, et par suite que la somme des projections de toutes 
les forces, tant intérieures qu'extérieures agissant sur le 
solide, soit nulle. Or les forces intérieures sont égales deux à 
deux et de sens contraires, elles disparaissent de la somme 
en question. Cette observation s'applique aux moments de ces 
forces par rapport à un axe. 

Ainsi, pour qu'un solide soit en équilibre il faut : 

i® Que la somme des projections des forces extérieures sur trois 
axes rectangulaires soit nulle. 



JOURNAL DE MATUÉBUTIQUBS SPÉCIALBS 7 

2«> Que la somme des moments des mêmes forces par rapport à 
ces trois axes soit nulle. 

Ces conditions sont suffisantes, car si n est le nombre des 
points du solide, il faut trois conditions pour exprimer que 
trois points sont à des distinces invariables; il faut ensuite 
3(n — 3) — 3n — g conditions nouvelles pour exprimer que 
la position des autres points, par rapport à ceux-ci, est fixe. Il 
reste 3n — [3+ 3(n — 3)] = 6 conditions à écrire, pour 
exprimer qu'il y a équilibre ; donc, etc. 

D'après cela, pour qu'un système de deux forces de compo- 
santes X, y, Z et X', Y', Z', appliquées aux points (a;, y, 5), 
(af, y\ y), soit en équilibre, il faut que Ton ait : 

X -h X' = o, Y + Y' = 0, Z + Z' = 0, 

Xz - Zy -h Yy - Zi/' = o... 
On a donc 

X = - X', Y = - Y' Z = - Z'. 
et Y(5 - z') - Z(y - y') = o . . . 

Ainsi, les forces sont égales et de sens contraires; de plus, 

les ésralités 

_X_ ^ _Y_ ^ Z 

X — x' y — y' z — z' 

prouvent qu'elles sont dirigées dans le sens de la droite 
qui unit les points d'application. 



SUR LA. SOMME DES CARRES 

DES COEFFICIENTS BINOMIÂUX 



Cette somme peut être calculée par des procédés divers, 
bien connus pour la plupart, mais dont il nous parait intéres- 
sant de rappeler ici les plus simples. 

1. — Dans une lettre de Laplace à Lagrange (♦) du 11 août 
1780, on trouve le passage suivant : 

a On a, dit Laplace, 

d'^uy = ud''y -+- - dud'^-^y h — -d^ud"^^y -4- . . . 



I 1.2 



(*) Voyez la note communiquée, k ce sujet, par M. Mister au Journal de 
MM. Mansion et Neuberg; numéro de novembre 1892, p. 251. 



]j 
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Soit y = w = a?"; 

on aura 

= 2n(2n — i)(2n — 2) . . . (n 4- i)af, 
ce qui donne 

rnl* rn(n— i)l* i.2,3...2n i.3.5...(2n- 1) „ 
,4- _ 4- -1 .M -H...= -= ^ /2\ 

Lu L ï'^ J (ï.2.3... n)* 1.2. 3.. .71 

C'est la formule connue. 

2. — M. Mister, loc. cit., rappelle la démonstration clas- 
sique ; on la trouvera exposée dans notre Algèbre, § 35. 

Mais en voici deux autres^ encore très simples. 

3. — Si nous imaginons m lettres grecques et n lettres 
romaines ; en groupant les combinaisons p à p de ces m -h n 
lettres de la manière suivante : 

1® Celles qui ne renferment que des lettres grecques ; elles 
sont en nombre C5»; 

2<> Celles qui renferment une lettre romaine et (m — i) 
lettres grecques, etc., 

on a C&+n = C5. 4- CiC;^_i + C^CJLa 4- . . . 

formule dans laquelle on suppose, bien entendu, 

m > p, n > jo. 

En supposant m = n = p, et en observant que 

C^i nm—i 

ona cs«= c- + (cr? + (Cr') + ... 

On retrouve, ainsi, la formule connue (*). 

4. — Enfin, comme nous Ta fait observer M. Neuberg, à 
propos de la communication que nous lui avions faite de la 
démonstration précédente, on peut encore déduire la formule 
en question de celle qui fait connaître la dérivée d'ordre n 
du produit y = (x — aY(x — bf. Cette dernière démon- 
stration se rapproche singulièrement de celle de Laplace(**). 

La formule de Leibniz, celle qu'emploie Laplace dans la 

(*) Nous ignorons quel est Tauteur de cette démonstration que nous 
avons communiquée À M. Neuberg (V. Mathesis^ décembre 1892, p.272). Peut- 
6tre Tun de nos correspondants nous donnera-t-ii ce renseignement 

(**) Cette démonstration est de M. H. Laurent. (Voyez^ Nouvelles Annales 
870, p. 420; question 869.) 
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lettre citée, appliquée à la fonction {x — aY{x — 6)" 
donne (*) 

(1) y(n:=n\^ix-.a) »|^Yj(a;-a)(a?-6r-*+[-777''J(a;-a)»(a;-6)"-2+...] 

En supposant a = b, on a 

ty = (a? - a)2», 
et, par suite, 

(2) y**^ = 2w(2n — i). . .(w + i)(x — a)**. 

En faisant a = 6 , dans Tégalité (1), et en comparant le 
résultat correspondant avec celui qui est indiqué par l'égalité 
(2), il vient 

2n(2n — i) ... (n + i) = n ! ji 4- - + -^ • h-. .. 

G. L. 



SUR L'INTÉGRALE Y = f-, — ^^ 

J sin x{a H- cos a?) 



1. — On sait comment (**), en partant de l'identité 
I a b cos X b^ sin x 



siiix{a'hbco8x) {a*—b*)smx {a^—b^)siux (a*— 6*)(a+6cosir) 
on trouve l'intégrale en question, intégrale qui est donnée 
par la formule 

(1) Y = f-. ^ : = — ^. L(a -f 6 cos x) 

^ J sin x^a -h b cos x) a^ — b* ^ ' 

a - X 6 _ 
+ -s rz L tg 7- L sin x. 

2. — Ce résultat, par une transformation facile, peut se 
mettre sous la forme plus simple 



(*) Y. AXgkhre, p. 323. 

(•*) Voyez Bertrand, Calcul fw%ra/, §92. La formule indiquée ftoc. dL), 
renferme une faute de signe qui est rectifiée dans celle que nous donnons 
plus loin. 

JOURNAL DE UATH. SPÉG. — 1893 1. 
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(2) / — = 

»/ sin uL{a -+- 6 cos x) 

— î-y L tg - H L ( a 4- 6 + a — b tg» — L 

04-6L2 a — b \ 2J 

égalité à laquelle on parvient directement en suivant la mé- 
thode générale d'intégration pour les fonctions du genre 
trigonométrique, méthode qui consiste à remplacer sin x^ 
cosâ; ^dx^ rei^pectivement par 

2t I — /' 2.dt ( x\ 

Tn*' 7T7'' TTT'' V^'^V' 

On a, en, effet, 

/ ,, (i -4- /*) I 2bt 

(a H- b) ^^ =: - + 



Y=- f ^-i 

J (i - t)(i + t){a 



/[a 4- 6 + (a — b)t^] t a -\- b -h a - bt* 
et, de là, on déduit la relation (2). 

3. — Mais, dans le cas présent, il est plus simple d'effectuer 
l'intégration, par le changemeut de variable, en posant 

cos X = U 
On a, alors — sina?.cte = dt. 

et, par suite 

(i - t){j~t){a-hbt) 
En décomposant, en fractions simples, la fraction ration- 
nelle 

I 

(i — t)(i 4- t){a + bt) 
on arrive rapidement à Tintégrale Y, sous sa forme simple. 

4. — Pourtant, quelle que soit la marche adoptée, on est 
obligé de supposer a* — 6* 7^ o et en effet, la formule 
trouvée, n'est pas applicable lorsque Ton suppose a = ± 6. 

Dans ce cas, l'intégrale se trouve directement et très sim- 
plement, comme nous allons l'indiquer. Cette remarque est 
sans importance; si nous la faisons, c'est qu'elle nous fournit, 
en même temps qu'un exercice de calcul utile, l'occasion de 
rappeler que certaines formules, donnant l'intégrale d'une 
fonction donnée, sont en défaut dans des cas particuliers et, 
qu'alors, elles doivent être obtenues par un calcul direct. 
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5. — En supposant a = b, par exemple, il s'agit de 

, , \ r dx 

calculer z — I -. ; ■ 

aj sin X (i -{- cos x) 

On a, successivement, 



_ i /» dx 
I siu - ce 

J 



Aa i . X .X 



(sin*- cos*-jdx 



X X 

sin - cos* - 

2 2 



dx 

z = — 




in - .dx /* , 

2 1 i dx 

-4- — I -: 

^x 2a I Qin X 

;os' - ^ 



sin X 
./ cos'- ./ 

■^ 2 ^ 

Par conséquent, 

i . ^ X I 

2a 2 , X 

Aa cos* - 

2 

Un calcul analogue donnerait l'intégrale 

I r dx 

aJ sin a; ( I — cos x) 

(G. L.) 



SUR LA. CONSTRUCTION DES TANGENTES 

AUX COURBES 



1. — Parmi les procédés comportant une certaine généralité 
et permettant de tracer les tangentes en un point pris sur une 
courbe, on peut indiquer ceux que nous allons examiner et 
qui nous paraissent susceptibles de nombreuses applications. 

Soient I, T deux points infiniment voisins, sur une courbe U, 
Ayant choisi deux points fixes 0, 0', que nous appellerons 
les pôles de U, pour la commodité du langage, on pose 

lOr =z a, lOT = a'. 
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Les angles a, a' sont deux infiniment petits; supposons que 

Ton puisse déterminer la quantité A;, qui représente la limite 

a' 
du rapport —, quand V vient se confondre avec I. Alors il est 
a 

facile de montrer que Ton pourra, par une construction 
simple, obtenir la tangente en I. Yoici pourquoi. 

I 





Considérons les circonférences A, A', circonscrites respec- 
tivement aux triangles lOF, lOT; et désignons par p, p' leurs 
rayons. Nous avons 

ir ir 



sin a 



2pi 
P 



sin œ 
sin a' 



et, par suite, 

p' sin a 

En passant à la limite, il vient 

p a' 

lim — = lim — = A. 

P « 

Cela posé, traçons la normale en I à la courbe U (normale 

que nous nous proposons de déterminer) et les perpendicu- 
laires 8, 5', aux droites 10, 10' en leurs milieux. Soient R, R' 
les points oîi cette normale rencontre les droites S, 8'. Alors 
R, R' représentent les centres des circonférences II'O, IFO', 
à la limite, quand F est confondu avec I. 
On a donc, d'après cette remarque, 

IR'""p'" • 
La construction de la normale en I se trouve ramenée au 
problème suivant, problème élémentaire bien connu : tracer, 
par un point I, une droite rencontrant deux droites données 
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en des points dont les distances à ce point I sont dans un 
rapport donné en grandeur et en signe (*). 

2. — Appliquons cette remarque à la strophoïde oblique. 

La génération classique de cette courbe, point par point, 

consiste, comme on sait : deux droites O'A, 00' étant données, 





à prendre sur chaque vecteur issu de 0' et rencontrant O'A 
en M, un point I tel que MI = MO. 

En considérant deux points I, I', infiniment voisins sur la 
strophoïde, nous allons chercher la limite du rapport 

lor 

101' * 
Nous remarquerons d'abord que 

(1) a + p = a' H- p\ 

D'ailleurs, les triangles IMO, l'M'Ô étant isoscèles, nous 
avons 

(2) p - (B' = a. 
Des égalités (1), (2) nous déduisons 

a' = 2a. 

Ainsi, dans cet exemple, la quantité désignée par k dans 
le paragraphe précédent, est égale à 2. 

Au point H, milieu de 01, élevons une perpendiculaire S (**), 
et, de même, une perpendiculaire 8' au point H' milieu de 

(*) La présente remarque s'applique très simplement aux Courbes sec- 
trices, étudiées par M. Schoute. (V. Journal^ 1885, p. 172, etc.) 
(**) On peut observer, incidemment, qu*elle passe par M. 
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O'I. Pour tracer la normale, en I, à la strophoïde considérée, 
ilfaut mener, par I, une transversale coupant 8,8' auxpoints 
R, R' et de telle sorte que IR = 2 IR'. A cet effet, ayant 
élevé en 0' une perpendiculaire qui rencontre 8 au point R, 
on voit que IR sera coupée par 8' en son milieu; IR est la 
normale cherchée. 

On peut donc, d'après cela, énoncer le théorème suivant 
qui donne une construction très simple, et peut-être nouvelle, 
de la normale à la strophoïde oblique. 

Théorème. — Étant donnés une droite OA et un point 
fixe 0'; si, par 0', on mène une transversale mobile rencontrant 
OA en M, et si l'on prend MI — MO, I décrit une strophoïde 
oblique. 

La perpendiculaire élevée , en 0', à O'I; et la perpendiculaire 
abaissée, de M sur 01, «e coupent sur la normale en I. 

En appliquant la méthode qui précède, on doit observer 
qu'il faut tenir compte, avec soin, des signes des infiniment 
petits a, a' ; le rapport k, considéré dans la construction à 
laquelle conduit cette méthode, est, suivant les cas, positif ou. 
négatif, 

(A suivre,) (G, L.) 

THÉORÈME SUR LES CUBIQUES {'') 

Par M^e V^e Prime. 



Toute cubique, circonscrite 
au triangle de référence et au 
triangle anticomplémentaire, et 
quipassepar le centre de gravité 
de ces triangles, est anallagma- 
tique dans la transformation 
par points réciproques. 

Il suffit de justifier le premier de ces énoncés. 
Soient ; 9 la cubique considérée; 

(*} Voir: Contribution à Tétude des cubiques {Journal^ 1892). 



Toute cvhique, circoncrite au 
triangle de référence et qui 
passe par les centres des cir- 
cxmférences inscrite et ex-in- 
scrites, est anallagmatiquedans 
la transformation par points 
inverses. 
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M, N, deux de ses points; 

M', N' les réciproques des points M, N; 

P le point d'intersection des droites MM', NN'. 

On sait que toutes les cubiques qui passent par huit points 
fixes, passent aussi par un neuvième point. Or, toutes les 
cubiques anallagmatiques, menées par les points A, B, C, 
G, Ga, Gb, Gc, M (ou N) contiennent aussi M' (ou N'); la 
cubique 9 passe donc par les points M', N'. Faisons tourner 
la droite PM autour du point P : les points M, M' engendrent 
la cubique anallagmatique associée au point P; cette cubique 
et 9, ont en commun les points A, B, G, G, Ga, Gj,, Gc, M, M', 
N, N'; elles sont donc identiques. 

— La réciproque du théorème précédent n'est pas vraie ; 
ainsi la cubique représentée par 

AiapY + ^/a(p» + y") = o 
est anallagmatique ; cependant elle ne passe pas, à la fois, 
par les quatre points G, Ga , Gb, Gc. 



SUR LES CYCLIQUES PLANES 

Par M. F* Michel, lieutenant du Génie. 
(Suite f voir page 271.) 

VIII. — Propriétés des pôles principaux des cercles directeurs 

ET DES FOYERS d'uNE CYCLIQUE. 

1. — Reprenons Téquation 
W(k) s: 4D»(G + X) + 4E«(A-f- X) - (4F - X«)(A + X)(G + X) = o, 
qui donne les X des quatre pôles principaux d'une cyclique, 
et rappelons que les coordonnées de ces pôles sont 

D E 

Nous allons démontrer le théorème suivant : 

Théorème. — Les pôles principaux forment un groupe 
orihocentriquey c'est-àrdire que chacun de ces points est l orthocentre 
du triangle formé par les trois autres. 
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Soient, en effet, p^, p„ p„ p^, ces quatre pôles, correspondant 
aux valeurs de X : X^, X,, X,, X^; pour démontrer le théorème, il 
suffira de faire .voir, par exemple, que la perpendiculaire 
abaissée du point p^ sur la droite p, p^ passe par le point p^. 
L'équation de cette perpendiculaire est: 

D D 



E A H- Xq a -♦- X, 

y ^ , = i 1 

G "+- Xj E E 



{'"■^âtt)- 



C + X, G 4- X, 
Or, l'expressioa 

/ _E^ E \ / _E E \ 

\G + X, ~ G + xj VgTxI ~ G -r- xj 

/ D D_\ /_D D \ 

\A + Xi A + X J U + X, A + X,/ 

est identiquement nulle; elle s'écrit en effet : 

(X. - X.)(X, - X.) 

r E» D» i 

L(Gh-X.)(G + X,){G + X,)(C + X,) "^ (A+Xj)(A+X,)(A+X,)(A+X,)J 

, r E» D» 1 

mais W(- A.) = - 4D»{A - G), 

^( - G) = 4E»(A - G). 
L'expression précédente est donc nulle, et le théorème est 
démontré. 

2. — Soient Gi, G,, G,, G^ les quatre cercles directeurs de la 
cyclique.D'après le théorème précédent, le point p^ centre de Gi 
est le point de concours des hauteurs du triangle p, pt p^ ; ce 
triangle est donc autopolaire par rapport au cercle G^; par 
suite, la droite j78P4 est la polaire du point p,, par rapport au 
cercle G^. 

enverrait, de la même façon, que cette môme droite pjp^ est 
la polaire du point Pi par rapport au cercle G,. Il en résulte 
que les deux cercles Gi et G, ont pour axe radical la droite 
p,P4. Donc: 

Théorème. — Les six droites qui joignent deux à deux les 
quatre pôles principaux sont les axes radicaux des quatre cercles 
directeurs. 
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3. — On voit de plas que les deux cercles G^ et G, sont 
orthogonaux, puisque leur axe radical p^p^ est la polaire du 
centre de chacun d'eux par rapport à l'autre; donc : 

Théorème. — Les quatre cercles directeurs d'une cyclique 
sont orthogonaux entre eux. 

Par suite, les douze points d'intersection des quatre cercles 
directeurs sont sur les six cercles décrits sur les segments 
qui joignent les pôles principaux, comme diamètres. 

4. — Il est facile, d'après ce qu'on vient de voir, de calculer 
les rayons des cercles directeurs lorsqu'on donne les quatre 
pôles principaux. 

Soient, en effet r» et r, les rayons de deux de ces cercles: 

on aura rf -h rj = pipj, 

i eij pouvant prendre les valeurs 1,2, 3, 4. 
De même : r^^ -^ ri = pipl, 

TJ -^ ri =p5pÎ, 
k étant différent de t et y, et pouvant prendre aussi les valeurs 

ce qui donne la valeur de r^. 

5. — Gonsidérons maintenant une des coniques focales ; 
par exemple, celle F^, qui correspond au pôle p^ , 

A 4- Al G -h Al 
et prenons la polaire du point j?,, par rapport à cette conique; 
elle aura pour équation : 

"■ (A 4- \){k -4- A,) ■" (C + Ai)(G + X,) "^ ' ~ °- 
Je disqu'elle passe au pôlep,, c'est-à-dire que l'expression 
suivante est identiquement nulle : 

4D« jE^ 

(A -f- X,)(A 4- X,)(A 4- X,) "^ (G 4- X,)(G 4- X,)(G 4- X.) 
En effet, on peut l'écrire ainsi : 

4D«(A 4- X,) 4E«(G 4- X,) 



4- I. 



W{ - A) >F( - G) 



I, 
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et. en remplaçant ^(— A) et W{— G) par leurs valeurs trouvées 
plus haut, on trouve zéro. 

On démontrerait, de la même fagon, que cette polaire du 
pôle p, passe au point p^. Donc la polaire du pôle Pt, par 
rapport à la conique focale Fj, est la droite p^p^. Ceci prouve 
que le triangle p^PsPi est autopolaire par rapport à la conique 
Fj ; donc : 

Théorème. — Chacun des triangles formés par trois quel- 
conques des pôlespinncipaux est autopolaire par rappo^H à la conique 
focale correspondant au quatrième pôle. 

6. — Mais, d'après ce que l'on a vu plus haut, ce môme 
triangle jOjPjP^ est autopolaire par rapport au cercle directeur 
G^; donc les points de concours des sécantes communes à ce 
cercle et à la conique F^ sont les points p„ ;?, et p^. De plus, 
les deux sécantes qui se coupent, par exemple, en p^, forment 
un faisceau harmonique avec les droites p^p^ et p^p^. Or, les 
quatre points d'intersection de F^ et de Gj sont des foyers de 
la cyclique : on peut donc énoncer la propriété suivante ; 

Théorâme. — Si Von joint deux à deux les quatre foyers 
d'une cy clique f situés sur lun des cercles directeurs, les droites 
ainsi obtenues passent deux à deux par un des pôles principaux de 
la cyclique et formant un faisceau harmonique avec les deux 
droites qui joignent ce pôle aux deux pôles de la courbe, autres que 
celui qui est le centre du cercle directeur considéré. 

Il résulte de là que : 

Théorème. — Les foyers d'une cyclique sont douze à douze 
sur des droites concourant en un pôle principal de la courbe; 
ce pôle étant le centre du cercle directeur qui contient les quatre 
autres foyers. 

7. — La conique principale passant par les quatre pôles 
principaux, on peut, d'après ce qui précède, dire que : 

Théorème. — Le centre de la conique principale est sur le 

cercle des neuf points d'un quelconque des tinangles formés par 

trois des quatre pôles principaux. 

(A suivre.) 
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QUESTIONS D'EXAMEN 



1. — Former ^équation qui donne le faisceau des tangentes aux 
points ou la conique f = o est rencontrée par la droite qui cor- 
respond à V équation 

ux H- vy -h I = o. 

Soient P = o, Q = o, les équations des tangentes consi- 
dérées. 
Les équations 

PQ — {ux + vy -f- i)* = o, /*= o, 

représentant la même conique, on a 

PQ =: (i^ + V!/ -4- \Y -4- X/. 
Le discriminant de la forme 

{ux '\- vy -\- lY -t- V> 

égalé à zéro, donnera une équation du troisième degré en X, 

admettant deux racines nulles, et une racine non nulle. A cette 

dernière correspond le couple dont nous cherchons Téquation. 

Or, le discriminant en question étant 

AX 4- M% B"X -\- ui\ B'X + u 
B"X -4- uv, A'X + v\ BX -h i; 
Wk + u , BX + r , A"X -h I 
on a, pour déterminer la racine non nulle, 



= 0, 



B B'B' 




« B " B' 




A uB' 




A B"m 


B'A'B 


+ u 


v A' B 


+ v 


B"v É 


+ 


B" A' V 


B' B A " 




I B A" 




B' I A" 




B' B I 



ou plus simplement, 

en posant 

A B"B' 
A ^= B" A' B 
B' B A" 



AX - D = o. 



D = 



A B" B' tt 
B" A' B u 

B' B A' I 

M u I o 



Remarque. — Si la sécante considérée est la droite de l'infini 
(u = o, V = o), les tangentes demandées senties asymptotes 
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de la conique. Dans ce cas, on a 

A B" B' o 

B" A' B o 

B' B A'' I 



D = 



= B'« - AA' = ~ 8, 



o o I o 
et, par conséquent, AX •+- 8 = o. 

Le faisceau des asymptotes de la conique / = o est donc 
représenté par Téquation 

On retrouve ainsi le résultat connu (Géom. an., p. 288). 

2. — Calculer tg — en fonction de tgdi. 

La formule 

a m{m - i)(m - 2) a 

m 1.2.3 m 
tga = 

I î^ ■ tff* h . . . 

1.2 ^ m 

conduit à une équation du degré m. On peut observer que si 

o 

m est pair, l'équation qui fait connaître tg — peut être abaissée 
à une équation de degré moitié moindre. 

En effet, si Ton prend AP^ = — > puis, dans le même sens, 

m 

m 
on inscrit, au cercle trigonométrique, un polygone régulier 
de 2m côtés, dont les diagonales coupent la tangente en 
A, en m points R|, R,, ... Rm tels que AR|, AR,, . . . ARm 
représentent les m racines cherchées. Or, si m est pair, ces 
diagonales sont deux à deux rectangulaires; par suite, les m 
racines en question sont telles que, groupées deux à deux, 
convenablement, leur produit est égal à — i. 
D'après cette remarque, en posant 

•^ X 

tn 
l'équation transformée ne sera plus que du degré — • 
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3. — Soit R le résultant des équations 

ax* -h 2bx -h c = o, 
a'x» -4- 2b'x + c' = o. 
Démontrer que Von a R > o, s* Vune des équations a ses raci- 
vi's imaginaires. 

Cette conclusion subsiste, si les équations ont, Vune et Vautre, 
leurs racines imaginaires» 
On sait que 

R = (ac' - ea'Y - 4(06' - ba'){bd - cV). 
Par une transformation connue, R peut aussi se calculer 
par la formule 

R = (266' - ac' - ca'/ - 4(6» - ac)(6'* - a'&). 
Sous cette forme, on voit d'abord qu'en supposant 
6» - oc < o, 6'* — oV > G, 

on a R > G. 

Mais supposons que 6* — ac, 6'* — aV représentent des quan- 
tités négatives et posons 

- 6» 4- ac = AS - 6'» + a'c' = A'% 

6'« -h A« , 6'« -h A'» 

(l ou a = > a = ; • 

c c 

On a 

R = [i»- + 6'« ~ - 266' 4- A«î + A'^^r - 4A«A'S 
l c c' c &j ^ 

ou 

c«c'*R = (6c' - cby -h 2(AV» -h A'«c*)(6c' - c6')« -h (A*c'« - A'V)*. 
Sous cette forme, on voit que R est une quantité positive. 



EXERCICE ECRIT 



63. — On considère un angle yox = ô et un cercle A 
inscrit à cet angle. Une droite mobile 8, tangente à A, coupe 
les axes ox, oy aux points A, B. 

Soit r la circonférence circonscrite au triangle AOB. 

1® Trouver le lieu des centres de F. Ce lieu est une hyper- 
bole ayant l'origine pour foyer. 

2® Quel est le lieu du pôle de AB par rapport à F? 

3** Trouver Fenveloppe des circonférences F. 

4® Trouver le lieu du pôle de ox, par rapport à F. Ce lieu 
est une cubique unicursale. 
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Notes sur l'exerdoe 62. 

Soit M' un point de coordonnées a', p'; menons les tangentes MA, MB, 
Les normales en A, B se coupent en M (a, p). De M, on peut mener à 
Teilipse deux autres normales MG, MD. Les tangentes on G, D se cou- 
pent en M"(a'', p''). 

Les droites MA, MB coupent Ox en deux points P. Q dont les abscisses 
sont les racines de l'éciuation 

(1) a;>(a'p'» + bW*) — 2b*cWx + c*(6» — p'*) = o. 

Les normales MG, MD coupent, de leur côté, Taxe Ox aux points R. S 
et les abscisses de ces points sont données par Pégalité 

a;*(a»p"» 4- b»a"*) — 2¥c*a"x + c*l6« — p''») = o. 
D^ailleurs, on sait que 

a'a'^ =z — a\ ^'^" = — 6*. 

L'équation précédente devient alors 

(2) a;«(a«p'» + bW*) -h 2C«a'p'*a; + c' — ^(p'» — b^) = o. 

En écrivant que les racines des équations (1), (2) sont en relation bar- 
monique, on a l'équation du lieu 

[yi _ 6a)(a;2 _ o*)(a«î/* + bW] 4- 2a*b^xY = o. 

La courbe correspondante se construit facilement. 

Nota. — Nous avons reçu une solution analogue de M. Delorme, soldat 
au 12* régiment d'artillerie. 

M. Barisien nous a également envoyé une solution de cet exercice. 
M. Barisien fait suivre sa solution d'une remarque intéressante. Il déduit, 
du lieu trouve, le lieu des points d*où partent quatre normales en relation 
barmonique. Ge lieu se trouve, comme on sait, directement et très sim- 
plement, en prenant l'équation 

y = mx 



yja^-^b^m?' 

et en écrivant que les racines de cette équation en m sont en relation bar- 
monique. En prenant les formules qui lient les coordonnées du pôle nor- 
mal à celles du pôle tangentiel, on peut toujours déduire, du lieu décrit 
parTundc ces points, le lieu décrit par Tautre. Dans le cas présent, on doit 
effectuer une élimination assez délicate, M. Barisien montre comment 
elle peut être élégamment dirigée, et il aboutit, pour représenter le lieu 
de M, à réquation 

{a^x^ -h 6Y — c<)3 + 54 a^b^c^xY = o 



SUR LA QUESTION 360 (*) 

Par M. K. Catalan. 



Pour plus de régularité, remplaçons n part/. Il s'agit, alors, 
de trouver les solutions entières des équations 

2^" — I = x^y 2^* + i = x^; 

(*) Gelte question proposée par M. E. Lemoine dans le numéro de 
novembre dernier était ainsi énoncée : 
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OU 

(1) a?» - 22^« = 4- T, 

(2) a;» - 2^* = - 1 . 

Celle-ci est vérifiée par a? = i , y = i . Donc (**), les 
solutions de Téquation (l)_sont données parles formules 

^ (.+v/2)»*+(.-^/2r 
X = > 

2V/2 

el celles de Téquation (2), par les formules: 



o; = 



y = 



2 

(.+V/2J**"'-(>-v/2)'*-'' 



2v/2 

Faisant A ^^ o, i, 2, 3, . . . on trouve : 

iy = n = I, 2, 12, 70, . . . équation (1), 
y z=z n = 1,5, 29, 169, . . . équation (2). 

Remarques, L — Si l'on fait 

(.4-v/2)^-(r~v/2)- 

î/x= 7= » 

2V/2 

on a cette loi de récurrence ; 

î/x = 2yx-i -H y/.-2. 
laquelle simplifie le calcul précédent. 
//. — Les valeurs de x : 

i> 3, 7, 17, 41, ... 
satisfont à la même loi. 



Donner explicUement toutes tes valeurs erUièi-es de u pour lesquelles 

l» 211* — I est un carré parfait; 

2« 2n* + I est un carré parfait. 

Les équations indéterminées considérées dans cotte question sont bien 
connues. La première représente un cas particulier de la fameuse équa- 
tion de Pell . 

X* — ay* = I . 

Quant à Téquation a?* — atf = — i, 

comme Ta observé Lagrange, sa résolution peut être ramenée à celle 
d'une équation de Pell. 

On pourra consulter, à ce sujet, le /. E. 1884, p. 15. G. L. 

(*•) Lmgendrb, Théorie des nombres, tome I", p. 56 et 57. 
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QUESTI ONS PRO POSEES 

362. — Déterminer un triangle, connaissant les distances 
de Torthocentre aux sommets (*). (A, Droz.) 

363. — L'équation 

aPaf 4- ftPaf^* ... -h /^ = o, 
dans laquelle/) désigne un nombre entier; a, 6, . . . /, étant 
les termes consécutifs d'une progression arithmétique a, au 
plus, p -+- I racines réelles. (Delens.) 

364. — Pour tout arc a;, compris entre o et -, la diffé- 

3 

rence tg a; — a?, est comprise entre — et x*. (Delens.) 



ERRATA du /. S. (Décembre). 

p acK \ ^H/ne 4. Au lieu de compare, lire compose, 
■o ^ ) — 4^en remontant. Au lieu de 6/S, lire by. 

Ligne 7. Au Heu de l^''<» , lire e***«. 

— 44. Au lieu de position, lire positive. 

Page 266 I - ^^- ^^ '»«* <^ ^^"""^^ «^e e^^^K 

— aiO. Au lieu de - lire - • 

X a 

— 2S, Au lieu de forme Ure formule. 

Ligne 4. Au lieu de - tire-' 

d d 

Page 268 ^ —3. Ajouter Donc. 

— W. Au lieu de ^yz. lire — — • 

Ligne 14, Au lieu de , le lire du. 
p 070 ; — 4^ Au lieu de lire o. 
l'âge -iu j __ ^^ g^ remontant. A rétablir ainsi : 

= Oo>(Ow — 2OQ) = Oo)* — 20a). OQ. 



( p« p» 

Page 271 J Ligne 4. Au lieu de — lire ^• 



{*) On est conduit à une équation du troisième degré permettant de 
calculer les cosinus des angles du triangle; on propose de la discuter. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGCHAMPS, 
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SUR LES CYCLIQUES PLANES 

Par M. F« Hiehel, lieutenant du Génie. 
(Suite, voir page 15.) 



IX. — Sur une Espèce particulière de Gyguques. 

1. — L'équation générale des cycliques renferme huit 
paramètres arbitraires; il faut donc huit conditions pour 
déterminer une de ces courbes. 

Or, une hyperbole équilatëre est déterminée par quatre 
conditions; d'un autre côté, se donner le centre d'une cyclique 
équivaut à deux conditions. 

Donc, les cycliques ayant même centre et même conique 
principale renfermeront, dans leur équation générale, deux 
constantes arbitraires. 

D'après cela, l'équation générale des cycliques ayantl'origine 
pour centre, et poor conique principale l'hyperbole représentée 
par (G — A.)ay -h Ea? — Dy = o, 

sera 

{x* 4- y^f + (A + K)x^ 4- (G + K)y« + 2Dx + 2Ey + fc = o, 
où K et A sont arbitraires. 

2. — Si l'on cherche l'intersection de ces cycliques par 
une droite de direction constante, on voit que, quels que 
soient E et A,son diamètre a pour équation 

X -h my = o. 

Théorème. — Si, dans des cycliques ayant même centre et 
même conique principale, on considère les diamètres d'une direction 
fixe, ces diamètres cùtncident. 

3. — Gherchons l'intersection de deux cycliques ayant 
même centre et même conique principale, dont les équations 
sont 

[x^ + 1/*)» + (A + K)x* + (G 4- K)y« + 2Dx + 2Ey + A = o, 
{X* H- y«)* -h (A 4- K')x« 4- (G 4- K')y* 4- 2Da; 4- 2Ey 4- A' = o. 
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Si Ton retranche membre à membre, on retrouvo 

(K - K'){x* -f- 2^') 4- A - A' = o. 
Donc : 

Théorème. — Deux cycliques ayant même centre et même 
conique principale se coupent sur un cercle de même centre quelles. 

Inversemeut, considérons une cyclique S : 

(œ^ 4- î/")» H- Ax« H- Gy* 4- 2Daî 4- 2Ey 4- F = o 
et un cercle concentrique : K{x* 4- y") 4- A = o. 

L'équation géaérale des cycliques passant à l'intersection 
de ces deux courbes sera 
(aj«4-î/*)* -h (A4-K)aî« 4- (G + K)t/« -h 2Dx 4- zEy 4- F 4- A = o. 

Donc : 

Théorème. - Les cycliques qui coupent une cyclique S, en 
quatre points situés sur un cercle concentrique à cette courbe^ ont 
même centre et même conique pnndpale que S. 

4. — Les coniques inscrites à une série de cycliques ayant 
même centre et même conique principale, ont pour équation 
géoéralA 
- (JL*- 2[jL(aî«4 y')4-(A 4- K)a5« 4- (G 4- K)y* 4- 2Da:+2Ey 4- A =o. 

Cette équation renferme trois constantes arbitraires p., E et A. 

D'après ce que l'on a vu précédemment, le centre (a, p) d'une 
de ces coniques sera donné par les relations 

D E 

On en déduit 

D E 

A4-K = 2fA > G4-K=2fA----; 

ot p 

et l'équation précédente devient : 

— [A* ce" — — y' 4- 2Da5 4- 2Ey 4- A = o • 

a p 

Les termes du deuxième d^^gré ont des coefficients constants, 
lorsque a et p le sont; donc: 

Théorème. — Les coniques inscrites à des cycliques ayant 
mime oetUre et même conique pritusipalCy et qui ont pour centre un 
point donné de cette conique principoky sont homothétiques. 
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X. — Détermination des cycliques. 

l^ Une cyclique est déterminée, si Ton se donne un des 
cercles directeurs et la conique focale correspondante. 

Car, alorS; la cyclique est l'enveloppe des cercles ayant 
leur centre sur cette conique, et qui coupent orthogonalement 
le cercle directeur donné. 

2° Une cyclique est déterminée, si Ton se donne une des 
coniques F inscrites, ses quatre points de contact avec la 
courbe, et un point a de cette courbe. 

En effet, si Ton mène par a une tangente à la conique F, 
et si Ton désigne par m le point de contact, le point b de 
cette tangente, tel que le rectangle de ma par mb est égal à 
la puissance du point m par rapport au cercle de contact de 
la conique F, appartiendra h la cyclique (V). Si Ton répète, 
pour le point b, la même construction que pour a, on aura 
un nouveau point de la cyclique et ainsi de suite. Celle-ci 
est donc déterminée, point par point. 

Il est d'ailleurs facile de voir que les données correspondent 
à buit conditions. 

3® Une cyclique est déterminée quand on se donne les quatre 
pôles principaux et le centre. Chacun des pôles équivaut à 
deux conditions; mais, d'après ce qui précède, chacun de ces 
points est une conséquence des trois autres (YIIl); donc les 
quatre pôles n'équivalent qu'à six conditions. Le centre équi- 
vaut à deux conditions. On a donc en tout huit conditions. 

On pourra avoir immédiatement les rayons des cercles 
directeurs (VIII). Et la conique focale correspondant à l'un 
des pôles principaux p, sera la conique ayant pour centre le 
centre donné de la cyclique, et par rapport à laquelle le tri- 
angle p^ p^ p^ est autopolaire ; elle est donc déterminée, et 
par suite aussi la cyclique. (A suivre.) 
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NOTE SUR L'ELLIPSE DE LONGGHAMPS (*) 

Par M. E« Catalan. 



Mon collègue et ami vient de publier une nouvelle édition 
du Supplément à son Cours de mathématiques. A la page 184 de 
ce volume y on lit: 

// eociste une conique, bien déterminée (nous la désignons par I), 
ayant pour centre le point de concours des bissectrices intérieures 
du triangle de référence ABC, et passant^ en outrSj par les pieds 
S, S', S' de ces bissectrices. 

La conique I est doublement tangente au cercle inscrit, aux 
extrémités de son petit axe. 

... — Le grand axe est une m^oyenne géométrique entre le rayon 
du cercle inscrit et le demi-rayon du cercle circonscrit (**). 

D'après cet énoncé, la conique I est celle que M. de Long- 
champs a fait connaître au Congrès de Nancy, en 188(5 : depuis 
celte époque, elle est connue sous le nom d' ellipse de Long- 
champs. Dans le compte-rendu de ce Congrès, on lit, p. 72: 
les demi-ooîe» de la conique sont : /" le rayon r du cercle inscrit; 

2* une moyenne géométrique entre r et le demi-rayon, — > du cercle 

circonscrit (**+). 

Les théorèmes trouvés par M. de Longchamps sont fort 
remarquables; mais, comme je le lui ai écrit, il n'y a pas 
longtemps, on peut les compléter. Cette recherche est l'objet 
des lignes suivantes. 

(*) La figure ci-jointe reproduit les constructions qui font connaître les 
axes de cette ellipse, et elle indique quelques-unes des propriétés que 
nous avions signalées dans la Note à laquelle fait ici allusion M. Catalan. 

G. L. 

(••) On va voir que cette valeur est erronée; il faut lire le demi-grand 
axe et non le grand axe. 

(•••) Voir le renvoi ci-dessus. 
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I. D'après Fénoncé contenu dans le Supplément, l'ellipse I 
est concentrique au cercle û, inscrit au triangle ABC. 

II. Soient A, B 
les demi-axes : 




(1)A 



V4 



(2) B = r. 

III. Le triangle 
ABC étant inscrit 
au cercle 0, et 
circonscrit au cer- 
cle û, la dist'ince 
Où = 8, est don- 
née par la for- 
mule 

(3) 8 = v/R(R-2r), (*) , 
due à Euler. 

IV. D'après le théorème d'Euler, généralisé par Poncelet, 
SI les cercles 0,Û sont donnés, ainsi que le triangle ABC, il y a 
une infinité de triangles â'B'C, jouissant des mêmes propriétés 
que ABC. A chacun d'eux, correspond une ellipse 1', égale à 
l'ellipse I. 

V. Des équations (1), (2), (3) on tire : 
(4) r = B, 

(«) X = ^^' 



(6) 



B 

2A 



8 = -^ v/A» - B>, 

Jt> 



Donc, si V ellipse I est donnée, il en est de même du cercle Û; et, 
quant au cercle 0, le lieu de son centre est une circonférence décrite 
de û commue centre, avec 8 pour rayon. A chaque position du cercle 
0, correspondent un triangle ABC, et trois points S, S', S' de Vel- 
lipsel. Conséquemment, celle-ci admet trois m/îni/éi? de points 
remarquables, faciles à construire. 

(*j Voyez Théorèmes et problèmes de Géométrie élémentaire, sixième édi- 
tion, p. 142. 
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SUR LA. CONSTRUCTION DES TANGENTES 

ACJX COURBES 
{Suite, voir p. 11.) 



3. — La considération de la circonférence qui passe par 
deux poinlsl, I', infiniment voisins sur une courbe Y et par 
un point fixe 0, peut être utilisée dans plusieurs autres cir- 
constances. Nous signalerons encore Tapplication suivante. 

Imaginons une courbe U ; désignant un point fixe, sup- 
posons que, au point B, on fasse correspondre, d'après une 
loi déterminée, un point I sur OB; c'est le cas des transfor- 
mations centrales, au sens le plus général de ce mot. 




En considérant les circonférences Oir, OBB', on a, en 
désignant par p, p' leurs rayons : 

ir BB' 



et, à la limile, 



sin ^ ' sin 

ir 



= 2p'; 



"^ 7 = "^ BB' 

Si Ton peut déterminer la limite du rapport des infiniment 
petits ir, BB', en désignant cette limite par k^ on sera conduit, 
par cette considération, à la construction suivante : 

En B, menons la normale à la courbe proposée U ; cette 
droite rencontre, en G, la perpendiculaire élevée au milieu de 
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OB. Soit 8 la normale en I, à la courbe Y, droite que [nous 
nous proposons de construire et qui rencontre, en C, la per- 
pendiculaire élevée au milieu de 01. Alors BG représente la 
limite de p ; BG' celle de p. Nous ayons donc 

BC=^^°^7 = *- 
Gette égalité fait connaître BG' quand BG et k sont déter- 
minés ; BC étant connu, le point G' pourra être construit. On 
devra seulement, par une discussion convenablement faite 
sur chaque exemple, voir si le point G' est situé à la gauche 
ou à la droite du vecteur OB. 




4. — Voici une application du principe précédent. 

Soit OÂo;' un angle donné; nous le supposerons égal à — > 

4 
pour simplifier un peu. Par le point 0, point fixe donné, 

menons la trans- 
versale mobile 
OB, et prenons 
01 = AB. Le lieu 
du point lest une 
courbe F, dont 
réquation po- 
laire rapportée à Taxe Ux, droite parallèle à Âo;', est 

p = a cotg û) — a, 
a désignant la longueur OH, distance du point à la 
droite Ax, 

Avec les notations adoptées dans le paragraphe précédent, 
nous avons 

BB' p' 
D'ailleurs, des égalités : 

01 = AB, or = AB', 
on déduit 01' - 01 = BB'. 

De 0, comme centre, avec 01 pour rayon, décrivons l'arc lE, 
et posons OI'I = V. Nous avons 

Kl' = 01' - 01 = U' cos V; 
puis BB' = ir cos V. 
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On trouve ainsi lim -, = lira == • 

p cos V 

La limite de p' est la droite BC obtenue en élevant une 
perpendiculaire au milieu de OB, jusqu'au point G oh elle 
rencontre la perpendiculaire élevée en B, à Aa:. On a donc 
lim p cos V = BG. 

Soit IC la nor- 
male, en I, à la 
courbe F, 

La perpendicu- 
laire élevée, à 01, 
en son milieu H', 
rencontre cette 
normale en G' . 

On a 
IG'=limp,etlL.'H' 

= lim deV; 
par conséquent IG' = lim de p cos V. 

Finalement IG' = BG. Le point inconnu G' se déduit donc 
du poiût G par une construction très simple, suffisamment 
indiquée sur la figare. 

Rapportée aux axes ox, oy, la courbe V a pour équation 





En utilisant cette équation, ou en se servant de l'équation 
polaire de la courbe, donnée plus haut, on discute facilement 
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la forme de la courbe; cette forme est indiquée par la figure 
ci-dessus . 

La courbe que nous venons déconsidérer est une conchoïde 
par ï apport à celle qui correspond à Téquation polaire 

p = a cotg 0), (*j ^ ^ 



SUR LE DEPLACEMENT 

d'une figure plane (goordoj^nées tangentielles) 

par M. Balitrand, ancien élève de l'Ecole Polytechnique. 



I.— Précédemment, (^*) nous avons considéré le déplacement 
d'une figure plane, de forme invariable, au point de vue ponc- 
tuel; c'est-à-dire que nous avons étudié les trajectoires des 
différents poinls de la figure. On peut aussi considérer le 
déplacement au point de vue tangentiel; c'est-à-dire étudier 
es courbes enveloppées par les différentes droites de la 
figure. Dans ce qui suit, nous avons surtout pour but d'établir 
les formules qui permettent de développer les coordonnées 
d'une droite en séries procédant suivant les puissances du 
paramètre qui règle le déplacement de la figure. A cet effet, 
nous emploierons deux systèmes de coordonnées. Dans le 
premier (coordonnées normales) une droite est déterminée 
par les inverses des segments qu'elle détermine sur deux 
axes rectangulaires. Dans le second, une droite est définie 
par sa distance à un point fixe o, et par l'angle qu'elle fait 
avec l'axe oy; c'est-à-dire par l'angle que fait avec ox la 
perpendiculaire abaissée de o sur la droite. Nous appellerons 
ces coordonnées (p, 9), coordonnées polaires. Elles rappellent, 
en effet, les coordonnées polaires ordinaires, oîi un point est 
défini par sa distance à un point fixe et par l'angle que 

(*) A propos do cette dernière, on pourra consulter 1° les Nouvelles 
Annales 1864, p. 41; 2» le Journal 1887, p. 353; et 1890. p. 273. Connais- 
saut la tangente en un point du la courbe (1), on pourra en déduire le 
tracé de la tangente à P, par application du principe des transversales 
réciproques. Mais un tracé direct, tel que celui que nous venons d'indi- 
quer, est préférable. G. L. 

(•) Voyez : Journal 1892, page 121, 1^9. 
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fait son rayon vecteur avec ox. Elles permettent, soit d'établir 
plus rapide£nent certaines formules,, soit d'écrire plus simple- 
ment certaines expressions. D'ailleurs, on passe immédiate- 
ment des coordonnées normales aux coordonnées polaires, par 

les formules 

C0S9 sincp 
(i) u= -y V — -: 

P P 

et, inversement, l'on passe des coordonnées polaires aux coor- 
données normales, au moyen des formules 

(2) tg^ = ^, p = 



On peut rapprocher ces formules de celles qui permettent 
d'exprimer les coordonnées rectangulaires {x, y) en fonction 
des coordonnées polaires, et réciproquement : 

X = r cos 0, y = ^ sin 6, 



y 



tgÔ = £, r = \/x^ -hy\ 

X 

Avant de commencer l'étude du déplacement proprement 
dit, il nous faut établir certaines formules, en coordonnées 
tangentielles, qui peuvent servir d'ailleurs dans d'autres cas; 
car on rencontre très fréquemment des questions où l'équation 
tangentielle d'une courbe résulte immédiatement des données 
de la question, ou s'en déduit par des calculs fort simples; 
tandis qu'il serait peu commode d'obtenir l'équation ponc- 
tuelle de la courbe. Il importe donc d'avoir des formules qui 
permettent d'étudier les propriétés d'une courbe, sur son 
équation tangentielle. 

II. Notations, — Soient u et v les coordonnées normales 
d'une droite A; 

Soient f eip les coordonnées polaires de A; 

Soient x et y les coordonnées du point M où la droite A 
louche son enveloppe ; 

Soit ds l'élément de la courbe enveloppe; 

Soit e l'angle do deux positions infiniment voisines de A, 
c'est-à-dire l'angle do contingence de la courbe au point M. 

Soit p le rayon de courbure au point M. 

Soient (w, r), (w + du, v -h dv) deux positions infiniment 
voisines de la droite A. 
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Les coordonnées du point M sont déterminées par les deux 
équations tia? + ry — i = o, 

(u •+■ dux -+- (r + dv)y — i — o 
ou par les équations équivalentes 

wrc 4- vy — I =0, 
xdu -H ydv = G. 
On tire de ces équations 

__ — dv _ — du 

~~ udv — vdu "' uiv — vdu 

On a alors 

.tx , vidvd^u — dud*v) , u(dvd*u — dud^v) 

(4) cte= ' T— r- » «2/= r-; 1— r- 

^ ' (luiv — vdu}^ ^ {udv — Vflfwj" 

ot par suite 
.Mv , /m 3"; {dvd^u — dud*v)\/u* + v* 

Calculons maintenant l'angle e. On a 

tidï; — vdu 

e = sm e = — : — -> 

u* -h «• 

d'ailleurs 

.n^ _ ^ __ (duflPu — dud^v){u^v*)^ 

^ "" e "" (udv — vduy 

Coordonnées polaires. — Des formules 

cos 9 sin 9 

P P 

on tire, en prenant 9 pour variable indépendante : 

,„, , p sin 9 -+- p' cos 9 . p cos 9 — p'sin 9 

(7) u =i—- — -s- 19 V =^ ^ -\ 

^ p« P 

puis: 

f, (p* -»- pp" — 2p'*) COS 9 — 2pp' sin 9 
tt = — 9 

(8) < ^ 
^ (p* H- pp" — 2p'*) sin 9 + 2pp' cos 9 

t; = — ■ ■ ■ 9 

On a donc : uv' — vu' = — » 

p» 

(p + P ) 
vu — uv = — - 



p* 



p 



— • 
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Par suite. Ton arrive aux formules très simples : 

(9) p =-(?+/>"), 

(10) d5 = pe = — (p + p'jdç. 
Enfin, les expressions (3) donnent : 

X = p cos <p — p' sin (p ; 

y = p sin (p 4- p' cos ç, 
puis 

a?' = — (p 4- p") sin (p = p sin (j), 

y' = (p + p") cos (p = — p cos 9. 

III. — Revenons maintenant au problème principal, c'est- 
à-dire à rétablissement des formules qui permettent de déve- 
lopper u et t; en séries. 

Soient ox et oy deux axes rectangulaires quelconques ; 
a et p les coordonnées rectangulaires du centre instantané de 



(11) 



(12) 




rotation I; r et ses coordonnées polaires. Soient % et v^ les 
coordonnées normales d'une droite, par rapport à ox et oy; 
Pi et f ses coordonnées polaires. 

Soient enfin u et t; les coordonnées normales de la droite 
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par rapport à IX et lY, P et 9 ses coordonnées polaires. 

Prenons cp comme variable indépendante, et observons que, 
pour un déplacement iufînimeut petit de la droite, p est con- 
stant ; puisque ce déplacement est une rotation infiniment 
petite autour du poiot I. Gela posé, on a évidemment: 

p^zzz p -\~ r cos (ô — (p) = p + a cos 9 + p sin cp ; 
puis : 

p[=p' •+■ a' cos cp + P' sin 9 — a sin 9 + p cos cp, 

Pj =j5"+a''cos<pH-p''sin(p — 2a'sin(p + 2p'cos(p — acoscp— psinp. 

On a ensuite, d'après les formules (I) : 

cos © sino 

«t - » ^i = ''7 

Pi Pi 

d'oîi 

pi 
Ui = — t;, — t^, — , 

, ^' 
Pi 

Pi 
, Pi , Pi P'i 

puis Wi = — W, -h 217. — -4- 2Ui - — — Wi — > 

Pi Pi Pl 

f f9 tf 

Pl . Pi Pl 

1^1 = — Vj — 2Ui H 2V* î^i — • 

Pl Pl Pl 

Prenons maintenant pour origine le centre instantané de 
rotation I, de sorte que a = o, p — o; et choisissons la 
direction de Taxe Ox de sorte que a' = o. Alors w, v, u\ v\ 
v!\ v".., et les formules précédentes donnent, ense souvenant 
que p' = o p" = o, 

P; = P» 

Pj^ = p' sin 9, 

p[ = a'' cos 9 + p'' sin 9 + 2p' cos 9^ 



puis 

it' = — V — 2p'Mt;, 

u" = — w + 2p'î;* (i + p' w) — u («"w + p"t; + 2p'ti), 
v" = — t; — 2p'mî; 4- 2p't;« — v (a"u h- p"v + 2p'M), 
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La formule de Mac-Laurin donne alors ; 

U=u— (t>f 2p'wv)(p— [u— 2^V(i +p'uj+w(a''w+,8't;-h2p'w)]— -4-... 



1.3 



m* 
1 •<£ 

Ce sont les formules que nous voulions établir. 



SUR LES TRIANGLES ÂUTOPOLAIRES 

Par M. /%• Koyer, élève au Collège Ghaptal. 



Si Ton considère Une conique S, un triangle ABC et le tri- 
angle a^Y» t^l ?^® *> P> Y> soient respectivement les pôles des 
droites GB, AG, BA, les droites Aa, Bp ,Gy sont concourantes, 

Supposons que le triangle ABG soit fiKe, et faisons varier 
laconique S; les points a, p, y décriront certaines courbes 
2i, Sj, Sj-, et, si les points a, p, y viennent coïncider respective- 
ment avec A, B, G, c'est-à-dire, si le triangle ABG devient 
autopolaire relativement à une des coniques S^ du syslèrne, 
les tangentes aux courbes £p £„ H^ aux points A, B, G, sont 
concourantes. 

Le cette remarque on peut déduire, comme nous allons le 
montrer, quelques propriétés du triangle autopolaire. 

1° Problème. — Lieu du pôle d'une droite fixe par rapport à 
un système de coniques ayant deux diamètres conjugués donnés en 
position et dont le produit des longueurs est constant. 

Je choisis comme axes de coordonnées les deux diamètres 
donnés. 

est réqualion générale des coniques du sj^stème, A et B véri- 
fiant la relation AB = a'6^ L*équation 

x^ V* 

représente une des coniques du système. Soient a, p, les 
coordonnées du pôle de la droite fixe par rapporta la conique 
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(2); l'équation de cette droite donnée sera: 
(3) _ + __,= o. 

Les coordonnées Xi^ y^ du pôle de la droite (3) par rapport 

à la conique (1), sont : 

Aa m 

d'oîi A = ^', B=^; 

a p 

or AB = a*6» = ^*a«6« ; 

ainsi x^y^ = ap. 

Le lieu cherché est donc une hyperbole. 

Gela posé, soient a'^p', a',p'' les coordonnées de deux points 
qui forment avec le point a^ un triangle autopolaire relative- 
ment à la conique (2). D'après ce qui a été dit, les tangentes 
menées en ces trois points respectivement aux hyperboles 
représentées par 

xy = ap, xy = a'p', xy = a"p% 
sont concourantes. 

On a donc le théorème suivant : 

Théorème. — Les tangentes, menées par les trois sommets 
d*un triangle autopolaire , aux hyperboles passant par ces sommets, 
et dont les asymptotes sont deux diamètres conjugués de la conique, 
sont concourantes. 

On peut remarquer que le point de concours de ces tan- 
gentes décrit une conique quand les deux diamètres varient; 
un système de deux de ces trois tangentes constitue en effet 
un faisceau homographique. 

2. — Transformons le théorème précédent par polaires 
réciproques, en prenant comme base la conique considérée. 
Le triangle autopolaire se transforme en lui-même ; Thy- 
perbole correspondant a Téquation cc^ = ap a pour trans- 
formée une hyperbole ayaut les mêmes asymptotes et, 
de plus, tangente au côté du triangle autopolaire opposé au 
sommet ap. Les trois tangentes précédentes deviennent les 
points de contact, milieux des segments déterminés, sur les 
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côtés da triangle autopolaire, par les diamètres conjugués. 
Ainsi : 

Théorème. — Les milieux des segments déterminés par deux 
diamètres conjugués d^une conique^ sur les côtés dun triangle anto- 
polaire^ relativement à cette conique j sont trois points en ligne 
droite. 

Cette droite enveloppe d'ailleurs une conique quand les 
deux diamètres conjugués varient. 

Du reste, chaque côté du triangle autopolaire est la direc- 
tion conjuguée du diamètre qui passe par le sommet opposé. 

D'après cela, on peut donner à l'énoncé précédent une 
forme plus générale, en disant : 

Théorème. — Lorsqu'un triangle est, par rapport à un 
faisceau involutif, tel que chacun de ses côtés est parallèle au 
rayon conjugué du rayon qui passe par le sommet oj>posé^ les 
milieux des segments déterminés par le faisceau^ sur les côtés du 
trianglCy sont en ligne droite. 

3. Cas particulier. — Si nous considérons un triangle 
quelconque, les théorèmes précédents, dans lesquels on sub- 
stitue, aux deux diamètres conjugués, deux droites rectan- 
gulaires passant par l'orthocentre du triangle proposé, 
s'appliquent. Il suffit de considérer le cercle, par rapport 
auquel le triangle est autopolaire, comme faisant partie du 
système do coniques dont le produit des longueurs des axes 
est constant. Par exemple, on a la proposition suivante : 

Théorème. — Les côtés dun angle droite qui a son sommet 
à l'orthocentre d'un triangle, déterminent, sur les côtés de ce trian- 
gle, des segments dont les milieux sont en ligne droite. 

4. Problème. — Lieu du pôle d'une droite fixe par rapport 
à une conique qui se déplace parallèlement à elle-même, de façon 
que son centre décrive une droite. 

Choisissons comme axe des y, la droite décrite par le cen- 
tre; l'axe des X sera le diamètre conjugué de cette droite dans 
une des coniques du système. L'équation de cette conique est 
donc 
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L'équation générale des coniques du système sera : 

dans laquelle X est un paramètre variable. Soient a, p les coor- 
données du pôle de la droite fixe par rapport à la coni- 
que (1); la droite fixe aura alors pour équation : 

Exprimant que x^yj/^ sont les coordonnées du pôle de cette 
droite, par rapport à la conique (2), il vient : 

«1 _ yi - >^ _ ^(yi - ^) _^ , 

a p 6* 

Lorsque X varie, x^y^ décrit Thyperbole dont Téquation est 
p*aî' — oL^xy + b*ax — 6*a* = o, 
qui est le lieu cherché. Cette hyperbole a pour centre le point 
où la polaire de a. p par rapport à la conique 

coupe l'axe des y. Les asymptotes sont l'axe des y et la paral- 
lèle menée par le centre au diamètre conjugué de la droite 
fixe donnée, c'est-à-dire une parallèle à la droite joignant 
l'origine au point a, p. 

Gela posé, si a', p', a", p" sont les coordonnées de deux points 
qui forment avec le point <x, p un triangle autopolaire, les tan- 
gentes menées en ces trois points respectivement aux trois 
hyperboles telles que 

P^X* — apan/ + b*ax — 6'a* = G, 

sont concourantes. 

Chacune de ces tangentes coupe Taxe des y en un point 
qui est le symétrique par rapport à Torigine du centre de 
l'hyperbole correspondante ; on a donc la proposition sui- 
vante : 

Théorème. — ABC étant un triangle aulopolaire par rapport 
à une conique; a, p, y les points où BG, AG, AB coupent respecti- 
vement l'un des diamètres de la conique, et oi.\ p', Y ^^^ symétriques 
de a, p, Y par rapp:rt au centre^ les droites A.(x.\ Bp', Cy' sont 
concourantes. 
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5. Cas particulier. -- Si la coaique précédente est un cercle, 
le théorème précédent, dans lequel on substitue au centre de 
la conique, Torthocentre du triangle, subsiste. Mais on peut 
simplifier l'énoncé de la manière suivante: soit ABC un 
triangle dont H désigne Torlhocentre ; soit A'B'C le triangle 
symétrique de ABC par rapport au point H ; une droite quel- 
conque menée par H coupe BG en a et B'C en a symétrique 
de a par rapport à H, cette droite coupe AG en p, A'C' en p', 
AB en y, A'B' en y'. Et Aa', Bp', Gy' sont concourantes d'après le 
théorème précédent, A, B, G étant les symétriques des som- 
mets A', B', G' du triangle A'B'G' par rapport à sou orlho- 
centre. Du reste, en projetant la figure sur un plan quelconque, 
on voit que le théorème est vrai quel aue soit le point H. On 
a donc le théorème suivant : 

Théorème. — Étant donnés un triangle A, B, G, un point P 
dans son plan et une droite D quelconque passant par P qui coupe 
les côtés AB, BG, GA du triangle respectivement en y, «; P ; 
A', B', G' étant les symétriques de A, B, G par rapport à P, les 
trois droites A'a, B'p, G'y sont concourantes. 

Le point de concours de ces droites décrit une conique F 
quand la droite D tcurne autour du point P (faisceaux homo- 
graphiques). 

On peut observer que F passe par les points A, B, G, et aussi 
par A', B', G'. On voit aisément, en effet, que A'G' coupe AB en 
un point X, et que A'B' coupe AG en un point [a, et tels que 
X, P, fjt soient sur une droite. Il en résulte que le point P, 
milieu des segments AA', BB', GG', est le centre de la conique. 
Lorsque P est le centre du cercle circonscrit au triangle ABG, 
le lieu du point de concours des droites définies précédem- 
ment est le cercle circonscrit au triangle. 

Si nous transformons cette dernière partie par polaires 
réciproques en prenant comme base le cercle circonscrit au 
triangle, on a Fénoncé suivant : 

Théorème.— A',B',G' étant les symétriques des sommets k^B,G 
d'un triangle^ par rapport au centre du cercle inscrit, sipark\B\G 
on mène trois droites parallèles coupant respectivement BG, AG, AB 
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en a,p,Y, les trois points a, p,Y sont sur une ligne droite tangente au 
cercle inscrit dans le triangle. 

Ce théorème s'applique à l'ellipse en projetant cylindri- 
quement. 

6. Remarque. — En transformant par polaires réciproques 
le premier théorème de la deuxième application (page 0), on 
a un théorème peu intéressant enlui-mémO; mais qui, trans- 
formé par projection, de façon que la conique de base devienne 
une parabole, donne la proposition suivante : 

Théorème. — ABC étant un triangle autopolaire relati- 
vement à une parabole, A', B',G' étant les symétriques de A, B, G 
par rapport à un diamètre quelconque de cette parabole^ les dia- 
mètres passant par A', B', G' coupent respectivement les côtés BC, 
AG, AB du triangle autopolaire, en trois points qui sont en ligne 
droite. 

EXERCICES DIVERS 

Par M. Bontin. 



249. — Soient M un point du plan du triangle, A^B^Ci , son 
triangle podaire; B^Gi rencontre BG en Aj, etc. Le lieu des 
points M, tels que A, , Bj , G, soient en ligne droite, est la cubique 
des inverses, relative à V anticomplémentaire de Vorthocentre. 

^tiVii 'li étant les coordonnées normales de M, posons pour abréger 

y' = j/j + Xi cos G z' = %i -h Xi cos B 

4" = jjj + y, cos A a?" z=Xi + yi cos G 

05"'= Xi 4- »t cos B y = yi + «i cos A 

on trouve, poar les coordonnées de A, : 

/r-o y _ 9 

a; Y" ~ — «'V 
formules analogue 8 'pour B^, G^; si on exprime que ces points sont en 
ligne droite, on a : 

o x"y'" — ^'V 

yV o —z'y'" =o 

«V — y'«" o 

ou 
(1) aVy'" = y'z^'oà" 

qui est Téquation de la cubique des inverses relative à l'anticomplémen- 
taire de Porthocentre. 

Geci pouvait-être prévu; car, d'après des résultats connus, (1) exprime 
déjà que le triangle AiB^Gi est pédal; par suite AiB,Ga est la droite 
barmoniquement associée au point dont A^BiGi est le triangle pédal. 
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On sait que le lieu des points P dont AiBiG, est le triangle pédal est 
la cubique des réciproques relative au réciproque de Torthocentre. 

^ a cotg A (p* — Y*) = o. 

250. — Lieu des foyers des coniques inscrites à un triangle, et 
dont le centre décrit une droite donnée : 

Ix + my + nz = o. 
Les foyers étant des points inverses, on trouve la cubique : 

2xy» 2mk al'\- ^ x{y* + a»Xcw + 6n) = o. 

Elle est sa propre transformée par points inverses, et est circonscrite au 
triangle de référence. 

EXERCICE ÉCRIT • 



64. — Soient A, A' deux droites fixes, sécantes en 0. 
Sur A, on donne un point fixe A; sur A', un autre point 
fixe A'. Par les points A, A', on fait passer des circonférences 
mobiles qui coupent A, A' aux points B, B'. Soit H l'hyper- 
bole èquilatère passant par les points A, A', B, B'. 

1® Trouver le lieu décrit par le centre de H; ce lieu est une 
droite. 

2® Quel est le lieu des sommets de H; ce lieu est un 
système de deux coniques. 

Soit r Tune d'entre elles. 

3** Trouver pour quelle valeur des paramètres OA = a, 
OB = 6, r est une conique dégénérée. 

4^ Par 0, on mène à H des tangentes; le lieu des points de 
contact est une cubique que Ton propose de construire. 

Note sur rexercice 63. 

1* Le lieu des centres de F est une hyperbole ayant pour équation 

a* 
[x cosô + f/){x + y cosô) — a[x + y) H = o. 

4C0S*- 
2 

On peut noter que Torigine est un foyer, cette équation pouvant se 

mettre sous la forme 

fi f~ fi 

(oî* +y* + 2xy cos 6) sin* - = ' ' ' 



[0 an' 
[x + y) cos- -l . 
2C08-J 



2« Si l'on pose OA = «, OB = ti, il existe entre les paramètres w, 
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une relation homographique. Cette relation, qui 8*établit par divers pro- 
cédés, est 


uv C08* cUu 4- v) -h a* = o. 

2 

En désignant par œ^^ y^ les coordonnées du pôle AB, par rapport à 
r, on trouve 

2 C09 ô ^2 C08 6 

Le lieu demande est une hyperbole, etc... 

3^ La détermination de l'envoloppo des circonférences F se ramène à 
la recherche de la polaire de par rapport à Thyperbole trouvée dans la 
premier paragraphe. Gomme est un foyer de cette hyperbole, on 
trouve que l'enveloppe est une circonférence. 

Le calcul donne 

e 

j 4œya^ sin* j 
a?' H- y* 4- 2(rj/ cos r- {x -h y) 



[' 



cos^O 



cos*- 

2 



On trouve le facteur o^ + ^* + 2xy cos 6, puis, finalement 

2a a* 
OJ* -M/* 4- 2œy cos 6 {m-\-y)-] r =0- 

cos" - cos* - 

2 2 

4* 1.0 lieu demandé est une cubique unicursale correspondant aux 
formules 

a?_ 2/(1 — 20 y __ 2«*(3« — 2) 

a'" 3t» — 6<4-j*' rt"~ 3(* — 6«+ 2* 

en supposant ~ 6li*, pour mieux préciser la forme de la courbe. 

Dans ces développements, a désigne la longueur des tangentes fixes 
menées, de 0, au cercle fixe A. 



QUESTION 313 

•olatlon par M. G. Grollbau, Répétiteur général au Lycée de Marseille. 



^° Soient MA, MB deux tangentes à une parabole P. Le demi- 
paramètre p de cette courbe est donné par la formule 

p.MÔ'c= (aire M AB)«; 
désignant le milieu de ÂB. 

2® En utilisant cette relation, montrer que le lieu des foyers 
des paraboles de form^ invariable, inscrites à un angle fixe G, e^t 
la quartiqu£ correspondant à l'équation 

4X«y* sin* 6 = p*(x* -h y" -h 2xy coi^ 6). (G. L.) 



I 

\ 
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1® Considérons la parabole représentée par y* — 2^0? = o 

et deux points A et B de 

cetle parabole : 

a* 
A — a 

B ^ 6 

Les tangentes à la para- 
bole, en ces points A et B, 
ont pour équations 

2pa? — lay + a* = o, 

l'px — ihy + 6» = o, 
et les coordonnées da point M d'intersection de ces tan- 
gentes sont: 

„ ah a •¥h 
M — • 

ip 2 

De plus, les coordonnées du point 0, milieu de AB, sont 




a' 



6« 



a 



4-P 



On a donc, 



aire MAB = db - 

2 



a» 

2p 
2p 

ab 



a 

b 
a -\- b 



2p 2 

(a — M« 
En développant, aire MAB = ih ^ 



2^p 



par suite 



(aire MAB)* = 



(a - by 



6/na ' 



or, 
d'où 



\2i? 4P A 4'P* 



MO = ^^ — . 

26^3 

Par suite pMO^ = (aire MAB/, 

p étant le demi-paramètre de la parabole. c. q. f. d. 

^2** — L'équation générale des paraboles tangentes aux deux 
axes des coordonnées est : 

(ay — bx)* — 2a¥x — 2a'^by + g*6* = o. 
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En écrivant que le paramètre de cette parabole est constant, 

(aire OAB)» 
on a : o = ^ . 

Or, aire AOB = - tt6 sin 6 ; 

2 

3 

, (a* -4- 6* -f- 2ab cos Ô)« 

et MO* = ' 



2 



I 



Ti .. 2a*è" sin* 6 

Par suite, p = ^ . (i ) 

(a* + 6* + 2aé cos ô)"» 
Pour avoir le lieu des foyers, nous allons écrire que Ten- 

^^ ^ semble des tangentes 

issues du foyer (a, p) a 
pour équation celle d'un 
5^ point-cercle. 

Or, réquation du fais- 
ceau des tangentes issues 
du point (a, p) à la para- 
a, Â jc bole, peut s'écrire 

4a«6*pa5* •+- 4a«6*ay* -+- ^a^b^iab — 6a — ap)xy + ... = o, 
on a donc 

,^v .^ . ab — boL — o8 

(2), (3) ,6p = 2«« = — H^JJ— • 

L'élimination de a et 6, entre les équations (1), (2) et (3), 
conduit à l'équation du lieu. 
Or; les équations (2) et (3) donnent 

, (a« + p' -4- 2ap cos e)'(a' + p') 
a» H- p» = -— , 



O 




2ab = 



a«p' 
2 (a* + p* -+- 2ap cos e)* 



ap 

En portant ces valeurs dans l'équation (1) élevée au carré, 
on obtient, après simplifications et après avoir repris les 
coordonnées courantes, 

4aî*y* sin* 6 = p*(aî' + y* -4- 20cy cos 6). 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR LES FONCTIONS SYMÉTRIQUES 



9JL 



ET L ELIMINATION 
Par M. H. JLanrent. 



Soient ^(x) une fonction entière de a? et a^, a,,. .. a» les 
racines de l'équation ^ (x) = o. Soit f(x) une autre fonction 
entière de x et proposons-nous de former la fonction symé- 
trique 

B = [z- A«i)][s - fM] ... [z - /•(«„)]. 
A cet effet, rappelons que le déterminant 



I, I, 



. . . I 



«1 ♦ <3t, , ... a, 



,n— 1 „n—i 



a;*^'. a?"*, ... a; 



n— 1 
n 



est égal à la racine carrée de 

I, Si, ... Sa?-* 

Sa, Sa», ... Sa" 



= A 



Sa*»-*, Sa2«-2 

et que les éléments de ce déterminant sont les coefficients du 



développement de 






ordonné suivant les puissances 



de - • 

X 



Considérons le produit 

« - /"(«i). -2 - /"(«t) ... z - f{a„) 



P = 






ar*[^-/'(a,)] 



X 



a 



n 



1, 
a 



1) 



. . . I 

... a^ 
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on a évidemment P = ©A. 

On a aussi 

1 S(5 - /•(«)], S«L5 - /•(«)] . . . S»"-*[2 - /(a)l 



p = 



Sa"-*[« - /-(a)], 2:a»[z - /"(a)] . . . Sa"-i'[8 - /(a)] 

Le déterminant qui figure dans cette formule a pour éléments 

z—f(x) 
les coefficients du développement de —^ — -'^'(o^) effectué 

saivaot les puissances de -. En effet, le reste de la division 

de [z — f{x)]y(x)j par ^{x), étant un polynôme de degré 
n — I est donné par la formule d'interpolation de Lagrange ou : 

En divisant ce reste par ^{x) on a 

La fonction 6 est donc le quotient de deux déterminants 
P et A, faciles à écrire. Donc 

1® Il est facile de former une équation qui a pour racines, 
/(*i\ A*>)**** /(o^n)- Cette équation est © = o. 

2^ Le dernier terme de cette équation, ou 

S /"(a), Sa /(a) . . . Sx«-* f{a) 



i 



égalé à zéro est la résultante des équations /'= o, ^ = o 
D'ailleurs les éléments du déterminant qui figure dans cette 

formule sont les coefficients de -,—,.. dans le dévelop- 
pe a?* 

f(x) .„ , 
pement de 77-7 ^(x). 

3"^ L'avant-deruier terme de Téquation (2) = o est 

Il est nul quand /' = o et <]> = o ont deux racines com- 
munes ; " 
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iP Le terme qui précède celui-là est nul quand /* ^ o et 
4* = o ont trois racines communes, etc. 

5<> Réciproquement, pour que /" = o, ^ = o aient deux, 
trois,... racines communes, il faut que = ait deux, trois 
. . . racines nulles ; donc, etc. 



SUR LES CYCLIQUES PLANES 

Par M. F. Hiehel, lieutenant du Génie. 
[Suite et fin, voir page 15.) 

XL — Classification des cycliques. 

1 — Pour distinguer les différentes espèces de cycliques, 
nous nous appuieroos sur la forme et la position relative d'un 
des cercles directeurs et de la conique focale correspondante. 

Cette classification correspond aux différentes formes de la 
conique principale, et c'est ce qui nous a permis d'en indi- 
quer plus haut les principaux traits. 

Mais avant de l'aborder, il est nécessaire de démontrer deux 
théorèmes dont nous ferons usage. 

Théorème. — Les pieds des normales abaissées d'un des 
pôles principaux d:une cyclique sur la conique focale corre.^pon- 
dante, sont sur la conique principale. 

En effet, la normale à une des coniques focales 



H- ;;; r +1=0 



a pour équation 



A -I- X + X 



X 



y 



A+X G-f-X 
Si l'on écrit qu'elle passe au point dont les coordonnées sont • 

- ^ _ E 

A + ^' G + X 

on trouve, tous calculs faits ; 

(G - k)xy + Ea? - Dy = G, 
ce qui démontre le théorème. 

Théorème. — La corde des contacts d'un cercle bitangent à 
une cyclique est perpendiculaire à la tangente menée à la conique 
focaky au point qui est le centre de ce cercle. 
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Car la corde de contact a pour équation (VI) : 

(A -4- X 4- 4a*)aî -H 4aPy H- D — Xa — 2aY = o 
et la tangente à la conique focale correspondante en (a, ^) : 

Aax 46V 

+ -T^^ 4-1=0. 



A -f- X -C; 4" X 
Ces deux droites sont rectangulaires, car 

-^(A4-X4-/a«)4-p^.4ap = 4ar-^4-7^ ll=0. 
A4-X ^ G4-A^*^ ^ IA4-X Gh-X J 

2. — Soient alors le centre d'une cyclique S, p^ l'un 
des pôles principaux, G^ le cercle directeur qui a ce point 
pour centre et P\ la conique focale correspondante. 

Oïl aura trois cas principaux à examiner ; 

1® Le point Pi n'est pas sur l'un des axes de la conique F^. 
La conique principale est une hyperbole équilatère. 

2*> Le point Pi est sur un des axes de F^. La conique 
principale se réduit à deux droites rectangulaires dont l'une 
est l'axe considéré. 

3® Le point p^ est au centre de F^. La conique principale 
est formée par les deux axes de F^. 

A chacun de ces trois cas généraux, que nous allons étudier, 
correspond un groupe de cycliques. 

Premier groupe. Cycliques sans axe de symétrie, — La conique 
principale est une hyperbole équilatère. 

(a). La conique F^ et le rayon du cercle C^ sont pris arbi- 
trairement; c'est la cyclique générale. 

(p). Le rayon du cercle C^ est nul; alors la cyclique est 
l'enveloppe des cercles ayant leurs centres sur F^ et passant 
au point p^. La cyclique a donc un point double en p^, et 
les tangentes en ce point sont, d'après ce qui précède (VI), 
perpendiculaires aux asymptotes de F^; on a donc une 
cyclique à point double. 

Deuxième groupe. Cycliques à un aoce de symétrie ou spiriques, 
— La conique principale se réduit à deux droites dont l'une 
est opi et l'autre perpendiculaire; cette dernière rencontre 
Fj aux deux points de contact de cette conique avec un cercle 
bitangent de centre p^ d'après un des théorèmes énoncés 
plus haut. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 53 

On aura, comme dans le groupe précédent, des subdivisions 
correspondant aux mêmes cas: 

(a). Spiriques générales. 

(p). Spiriques à point double. 

Mais il peut se faire que le cercle G| soit bitangent à la 
conique F^ en deux points m et n; dans ce cas, ces deux 
points sont des points doubles de la spirique, et les tangentes 
y sont encore perpendiculaires aux asymptotes de F^. La 
droite mn fait partie do la conique principale; on a donc une 
troisième classe de cycliques : 

(y). Spiriques à deux points doubles, et Ton peut dire que: 

Théorème. — Toute cyclique à deux points doubles est une 
spirique; l'axe de la spirique est la perpendiculaire élevée au 
milieu de la droite des points doubles. 

Troisième groupe. Cycliques à deux accès de symétrie. — Le 
point p^ coïncide alors avec le centre de la conique focale ; 
la conique principale est formée par les deux axes de F^ et 
Ton a trois classes de cycliques, analogues à celles du groupe 
précédent : 

(a). Cycliques générales à deux axes. 

(p). Cycliques à deux axes, à point double. 

(y). Cyclique à deux accès, à deux points doubles. 

3. — Il resterait à examiner deux cas: celui où la conique 
focale Fj est une parabDle. Le centre de la cyclique est 
alors rejeté à Tinfini, et Téquation delà courbe tombe au troi- 
sième degré; on a, dans ce cas, une cubique circulaire. 

2® Enfin la conique focale F^ peut être un cercle : si on se 
reporte à l'équation de celte conique, on voit que les coeffi- 
cients A et G sont alors égaux, et l'équation de la cyclique 
devient 

f a;* + y* + - J H- 2Dx 4- 2Ey + F = o. 

On voit, sur cette équation, que les points circulaires de 
l'infini sont des points de rebroussement de la courbe. La 
cyclique est une cartésienne. 

Je ne m'étendrai pas sur les propriétés des cycliques carté- 
siennes; on remarquera seulement que, dans ce cas, quelle 
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que soit la position du point p^ dans le plan, la droite op, 
est toujours un axe du cercle focal F,, et que la cyclique est 
symétrique par rapport à cet axe. Les cartésiennes ont donc 
des propriétés analogues à celle des spiriques. 



FORMES DIVERSES, EN COORDONNÉES NORMALES, 
DE l'Équation d'un cercle a de centre et de rayons donnés 

Par M. Bernés. 



a) 



X 



y Si 

P Y 



_ sy 



1. — Les coordonnées courantes étant Xy y, z, celles du 
centre a> étant x^^ y^^ z^^ et désignant le rayon p, une pre- 
mière forme remarquable est 

X y z 

^1 yt ^1 
I I I 

â p Y 
Les deux asymptotes du cercle sont on évidence; ce sont 

les isotropes du centre a>; et si le rayon est nul, le cercle se 

réduit au système de ces deux isotropes. 

Remarque préliminaire. — Si Von désigne par a', p', y' les 
angles (BG. L), (CA, L), (AB, L), définis à 2K7r près, quune 
même direction L fait avec les directions BG, GA, AB, les 
q\iantités e'«', e*', e'/ sont proportionnelles à a, p, y. Gar 
p' = (GA, L) = (GA, AB) 4- (AB, L) == tc - A + /. 



D'oii 
Donc 



Y 

1- I, 
e^' e^t' ' 

Nous désignerons par c les trois rapports égaux 

- = 1 = -t.. 
e««' c*f*' e*T' * 

Lemme. — M, co étant deux points réels quelconques, dont 

les coordonnées sont x, y, z, x^, y^, z^, la droite (oM est la 

résultante du contour polygonal 
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X y z 
_ R Xi Ji Zi 

S L 1 1 

a p Y 

œnstruit en prenant pour origine <o e^ pour axe polaire une 

direction L qui fait avec BC, GA, AB les angles ol% p' y\ 

Soit P la rencontre d'une parallèle à AG menée par co 
et d'une parallèle à AB menée par M. En quantités com- 
plexes 

<oM - (oP 4- PM. 



Or 



(O 



p = 



et 



sia A sin A p 

sin A Y 



Ly P Vy P/J 



D'où 

On obtiendrait de raéme 



»M.i«B = .[f-?-(l.-îi)] 

Si Ton ajoute ces trois équipoUences, après les avoir mul- 
tipliées respectivement par x^, y^, Zy 
on obtient, conformément au lemme, 

X y z 



(liM = — ~ e 



X, y, z^ 
I I I 



a p Y 
Gomme cas particulier, lorsqu'on 
prend la direction BG pour axe po- 
laire, e = a. 

De ce lemme résulte la forme (a). Gar la quantité conju^^uée 
du second membre de l'égalité précédente éiant 

X y z 




R j_ 



^1 Vi ^i 



on a, p étant le module de «oM, 



P r 
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X y i 
^i î/i 'i 

« p y 



= Ri P'- 



X y z 

«1 Vi ^1 
I I I 

a p Y 
Telle est doQC Téquation du cercle de centre (o et de rayon p 

2. — D'autres formes se rattachent à la forme (a). 
En premier lieu, l'identité, facile à vérifier, 

X y z 



X, 



d'oîi 



X 
X, 



donne la forme 



y 
I 



Y 

z 



aPY 



= 2 "f "-'.'• 






opY 

a 



(x-x^) X ^l;^"^-'"'^ 



4SV 



De là, en développant le produit S. S et en ayant égard à 
l'identité £a(x — x^) = o on arrive à la forme bien connue 

2a(y - yi)(» - «i) = - ^ 



(a") 



R 






Et, inversement, on peut remonter de celle-ci aux formes (a^) 
et (a). 

3. Remarques. — Désignons par 9 et (p' les fonctions 

|_ V ?î 

262é Py^ 

et par suite par ^i et ^i les valeurs de ces fonctions pour 
les coordonnées x^^ y^, Z| du centre co, l'équation du cercle 
s'écrit alors 

1^ On voit que 9 s'annule pour les coordonnées a, p, y ^^ 
premier point cyclique et aussi pour les coordonnées x^, y^, i^o* 
ou RcosA, RcosB, R cos G du point 0, 7 = est 
donc la première isotrope du point , et de même 9' = o 
est la seconde isotrope de 0. 

^•Si Ton considère lo centre I!avs— 2S(te-hmy4-ii») = o, 
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nous ayons trouvé pour les coordonnées x^^y^, JSi de son 
centre 



R 



= -(a8'H-i) 



R 



= -(pS'-*-^) etc. 



l 



En ajoutant ces égalités, après les avoir multipliées respecti- 
vement par 

Py y» «P 

a p Y 

on obtient 8 = <pi, 8' = çj. 
À.lors les quatre identités 

te -h mt/ + n.8? = — |- 9 
loL + m^ -h ny = cp^, 



= *F 



+ - = <Pl> 



2/ cos A H- 9.m cos B 4- 2n cos G = i + 9,<pi — -^ 

(celle-ci résulte de l'expression du rayon), donnent pour 
réquation d'un cercle de centre et de rayon donués la forme 

Zayz 



(b) 



X 

CL 
I 

a 



y 

P 
I 

P 



Y 
I 

Y 



2S 

?i 

<pl 



2 cos A 2 COS B 2 cos G I -h (p^(f[ — :^ 



R^ 



= o. 



qui,, développée suivant les éléments de la première ligne, 
rentre dans le type 

Hayz — 2S(te -*- my -h nz) = o. 
Cette même forme, développée suivant les éléments de la 
dernière colonne, donne encore, en ayant égard à l'identité 

^^ =' "RS"' 



la forme 



K)(? - ?i)(?' - ?i) 



et par suite la forme (a). 
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R' 



3. 
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3* Le théorème, établi dans une note précédente, sur la 
valeur et le sens de 0(o, peut aussi se déduire de ces considé- 
rations. Ce théorème revient à l'équipollence 0(i> = — t'RaS', 
ou Oo) = — tBa^i . Or, si Ton applique le lemme aux deux 
points et 0) en prenant BC pour direction de l'axe polaire, 



Où) = — — a 

s 



Xq 

1 
a 



I 



1 

Y 



«t comme 



il en résulte bien 



X, 

I 

a 



J/o 
I 



I 



= -"2 2-1;^*=*^^* 







0) 



= — îRa^i • 

4^. Si 7^, l sont les coordonnées cartésiennes d'un point 
quelconque M rapportées a deux axes dont l'un L fait avec 
BC, GA, AB les angles a', p', y ^t l'autre fait avec L l'angle 

H — , les coordonnées normales de l'origine étant x^, y^, Zi, 

le lemme montre que les formules de passage des coordonnées 

cartésiennes aux coordonnées normales sont comprises dans 

l'égalité 

X y % 



Y) 4- i; = — 



R 

S ' 



^1 
I 

a 



I I 

P Y 



4. — Une autre forme également lemarquable de l'équation 
du cercle est 

(c) Say;. = 2S[— 4-— + — J 

oIl A«, Bu, G» désignent les puissances de A, B, G relative- 
ment au cercle, puissances immédiatement exprimables en 
fonction de x^^ y^^ z^t 

Cette forme est intuitive. Si d^ d\ d'^ sont les distances de 
A, B, C à la droite te + wy -h wz = o de l'équation 

Ijayz = 2S(te -^r my '\' nz) , 
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on a, d'après un théorème plusieurs fois invoqué, Â» •=• 20a>.c{ 
et Ton a vu que 

0(0 2S^ 

Donc, A« = / - — , ou -7- = / , 

a oc 

et de môme — = w — - = n . 

ca ab 

Si Ton met p' en évidence dans la formule (c) elle devient 

/ » v« A(o*aj Hayz p» 

C'est une expression à remarquer de la distance de deux 
points 0), M. 

Corollaire. — Relation entre les trois puissances A«, B«.. 
Co, des trois points A, B, G, relativement à un même cercle co. 
En appliquant à la formule (c) la formule 

il = I 4- 88' - 2S.icos A, 

il 

on obtient 

^ /A„\2 ^ /B« C« A«\ . p* 

Si p = o, cette relation devient 

> Y— — 2 > ( r + -r— ) COS A + I = G. 

^ 6»c* -^ \ ca ab bc / 

C'est une des formes de la relation entre les distances d'un 
point quelconque (o à trois points A, B, C, situés dans un 
même plan avec ct>. 
5. — Cette forme (c) en suggère une autre. 

M^ Mb , Me Hayz 

bc ^ ca ab 2S 

où MiL, Mb, Me sont les puissances d'un point quelconque M 
du cercle (o, relativement à trois cercles de même rayon p que 
le cercle o) ayant A, B, C pour centres; puissances dont l'ex- 
pression en X, y, z est évidente. 
On y arrive en échangeant entre eux les trois points x^ y, 

^l ^1 > 2/1 > ^i d^^s l'égalité 

A(û^ ^ ayz __ p* . 



M l^'-l 



bc ^^ 2S 2R 
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ce qui donne d'abord l'équation du cercle sous la forme 

.il. 

2R' 



((f) 



V èM.* X = ^^»^» 



bc "' ^ 2S 

c'est une forme simple de l'équation du cercle en coordon- 
nées tripolaires. 



NOTE DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE 

Par M. Aug*. llorel» professeur à TËcole Lavoisier. 



DÉTERMINATION DES AXES DE LA PROJECTION D'uNE SECTION PLANE 

d'un CYLINDRE EU SECOND DEGRÉ 

Nous supposons le cylindre et le plan connus par leurs 
traces horizontales. Si, par le centre de la base du cylindre, 
nous traçons la parallèle aux génératrices, elle rencontre le 




•— ^ 



plan sécant en un point projeté horizontalement en m, et ver- 
ticalement en m\ 
Dans la figure ci-jointe, nous avons seulement indiqué les 
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projections horizontales; nout» déterminerons d'abord les élé- 
ments de la courbe, projection horizontale de Tintersection. 
En outre, nous supposons que la courbe de base est une 
ellipse; il en est de même de la courbe de section et de sa 
projection. On verra plus loin ce qui arrive dans les cylindres 
hyperboliques ou paraboliques. 

Observons d'abord que tout plan qui passe par la droite 
projetée horizontalement en Om, rencontre le cylindre suivant 
deux droites parallèles à la précédente, également distantes 
de cette droite; ce même plan coupe le plan sécant suivant 
une droite passant par m, et rencontrant les génératrices 
précédentes en deux points également distants de m; ce point 
m est donc un centre; cette propriété se conserve en projec- 
tions. 

Gela posé, cherchons à déterminer, dans la projection, un 
système de diamètres conjugués dont Tun est dirigé suivant 
7na. On sait que la tangente à l'extrémité du diamètre conju- 
gué est parallèle à wa. Prenons donc le plan tangent parallèle 
à la droite du plan projetée suivant rna; pour cela, a étant 
dans le plan horizontal ainsi que le point 0, traçons Oa, et 
prenons la tangente pq, parallèle à Oa, ayant son point de 
contact en p, et rencorrtrant la trace de plan en q; puis 
menons, par p, la droite pr parallèle à la projection Om ; et, 
par Qy la droite qr^ parallèle à am; mr est le demi-diamètre 
conjugué de ma. 

Les triangles Orna, prq sont homothétiques ; donc les droites 
Op, xyy et mr concourent en un point p, qui appartient au 
diamètre de la base, conjugué du diamètre Oa. En cherchant 
la tangente parallèle à mp, on déterminera l'extrémité du 
demi-diamètre dirigé suivant ma. 

Je dis maintenant que la connaissance des points a et ^ va 
nous permettre de déterminer les diamètres conjugués rec- 
tangulaires, c'est-à-dire l3s axes delà projection horizontale. 
Pour le prouver, traçons le diamètre Os de la base dont la 
direction est conjuguée de xy; il rencontre la courbe en s et 
xy en t; si nous menons, par «, la tangente à la courbe, elle 
rencontre Oa en y» ©t Op en S; puisque Oa et Op sont deux 
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diamètres conjugués quelconques, 8 étant fixe, on a 

Sf,s^ = const. 
De plus, comme atp est parallèle à y^S, on peut écrire 

ta tp Ot 



donc 






Or, dans cette proportion, le second membre est constant; 
le dénominateur sy.sZ étant constant, on a 

td.t^ = const. 

Il en résulte que si Ton mène une circonférence par les points 

rw, a et p, elle rencontre la droite mt en un point h qui est 

fixe, car 

mtJh = /a./p = constante. 

Gela posé, si nous considérons les points A et B où les axes 
mA et mB rencontrent xy, Tangle AmB étant droit, le centre 
de la circonférence précédente doit se trouver sur xy. De là 
résulte la construction suivante : 

On détermine d'abord le point m, projection horizontale de 
Vintersection du plan et de la parallèle aux génératrices menée 
par le point 0; puis on prend le point t, rencontre de xy avec le 
diamètre de la base qui est conjugué de la direction pq ; e/, sur 
la base, on trace un système de diamètres conjugués quelconques, 
rencontrant xy en ol et f^; la circonférence déterminée par 
m, OL et ^ rencontre la droite mt en un point h. Enfin la 
perpendiculaire à mh, en son milieu, rencontre pq en un 
point cd; on décrit alors la circonférence ayant o) pour centre et 
passant par le point m ; cette circonférence coupe xy en A e^ B ; 
les lignes mA et mB sont les axes de la projection horizontale. 

Si Ton prend les projections verticales des différents points» 
m vient en m' sur la parallèle à la projection verticale des 
génératrices menée par 0', projection du centre sur la ligne 
de terre ; les points a, t, p se projettent sur la ligne de terre 

en a', /', p'. Soit (p l'angle de xy avec LT. On a: 

/V = ta cos (p. 

f'P' = tp cos (p. 
donc t'a.f^' = ia./p.cos* (p. 

Le produit t'aWf étant constant, la circonférence mVp' 
rencontre mY en un point /', qui est fixe. On répétera 



JOURNAL DE MÀTHiMÀTIQUES SPÉCIALES 63 

sur la figure formée par Vm' et la ligne de terre, la même 
construction que précédemment. On obtiendra ainsi deux points 
Cet D' que Ton rappellera, en G etD, sur xy\ les diamètres qui 
ont pour projections horizontales mC et mD se projettent 
verticalement suivant les axes de la projection verticale. 

Si la base du cylindre est une hyperbole, il en sera de 
même de la section plane et de ses projections. De plus, les 
asymptotes de chaque projection seront les projections des 
intersections du plan avec les plans asymptotiques ducylindre, 
et Ton sait que les axes d'une hyperbole sont les bissectrices 
des angles des asymptotes. 

Enfin, si la base du cylindre est une parabole, les diamètres 
sont tous parallèles entre eux, les plans menés par chaque 
diamètre, parallèlement aux génératrices du cylindre, coupent 
le plan suivant des droites qui sont les diamètres de la sec- 
tion, et se projettent suivant les diamètres de la projection, 
La tangente au sommet de la projection est perpendiculaire 
à la direction des diamètres. On tracera donc une droite du 
plan horizontal, perpendiculaire aux diamètres de la projec- 
tion horizontale; puis on mènera, au cylindre, le plan tangent 
parallèle à la droite du plan qui a cette ligne pour projection. 
Il coupera le plan sécant suivant la droite qui se projette sur 
la tangente au sommet de la projection. Une marche analogue 
pourra s'appliquer à la projection verticale. 



CONSTRUCTION DE LA TANGENTE 
A l'atriphthaloïde (*) 



Nous nous proposons d'indiquer, dans cette Note, une con- 
struction de la tangente à cette courbe remarquable; nous 



(*) Le D' HaughtoQ a rencontré, au cours de ses recherches sur la 
forme de la surface des mers recouvrant une sphère attractive, une 
famille très générale des courbes qu'il a nommées Atriptothalas&ic curves. 

Parmi elles, il a particulièrement distingué la courbe qui nous occupe 
ici, et qu'il désigne sous le nom d'Àtriphthaloide. 

Cette dernière a fait Tobjet d'une Note du Rev. Richard Townsend. 
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exposerons, d'abord, une transformation des courbes condui- 
sant à un théorème susceptible d'applications très nombreuses. 

1. — Considérons deux axes rectangulaires Ox, Oy, Soient 

M un point; OP, MP ses coordonnées. Posons OM = r, OP=a;; 

les quantités r, x définissent les coordonnées de ce point et 

l'équation 

f{x, r) = 

représente une courbe V. Si nous prenons Pfx = OM, le lieu 

^ de fjL est une cour- 

Y'^-^"" y' \ be r',transformée 

de r. Nous nous 
proposons de re- 
chercher la tan- 
gente à r', au 
point \Ly connais- 
sant la tangente 
à r, au point M; 
— * et vice versa. 

Prenons fi.P' 
Fig, 4. = PM; puis, répé- 

tons cette construction pour le point M', infiniment voisin 
de M, sur F. Les égalités 

MF = OM, M'Q' = OM', 
prouvent que P'Q' rencontre MM' en un point A, tel que 

AM OM 
AM' "" OM' * 

Ainsi, A est le pied de la bissectrice extérieure de l'angle 
NOM'. 




publiée en 1882 dans les Proceedings of the Royal Irish Acaiemy, note 
ayant pour titre : On ths Geometrical properties ofthe AtriphthcUoid . 

D'après un renseignement obligeant, Tétymologie du mot Atriptotba- 
lassic peut s'expliquer ainsi : 

«TpucTOç — OaXacTda; 

ATRiPTOS, non broyéy non wsé, . . intact; 

THA LASSA, mer. 

Alors, Tadjectif imaginé par le D' Haugton doit signifier forme eisen- 
tielle, forme primitive de la sw^face des mers. 




JOURNAL DR MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 65 

D'autre part, si [X[jl' coupe P'Q' en K, ce point appartient, 
pour des raisons évidentes, à la parallèle à 0^ menée par S, 
point oh MM' coupe Ox. 

En passant à la limite, OR devient la perpendiculaire 
élevée en 0, au vecteur OM ; MM' devient la tangente 8 en 
M à r et il ré- 
sulte de la remar- 
que précédente, 
une construction 
qui permet, con- 
naissant 8, de 
trouver la droite 
S' tangente à r', 
au point [x. Voi- 
ci le résumé de 
cette construc- 
lion : tlgi 2. 

Soit (fig. S) M s la tangente 8 ; la perpendiculaire élevée en 0, à 
OM, rencontre 8 en a ; on prend Visotomique de P sur M{J!. et Von 
trace aP' qui rencontre en k te parallèle à Oy, menée far s; kfx 
est la tangente cherchée. 

2. — Le problème inverse parait plus difficile à résoudre ; 
du moins, la solution ne se déduit pas immédiatement de la 
propriété que nous venons de signaler. 

Mais, en nuus reportant à la fig. /, on voit que [aja' passe 
par la projection de A sur Ox (*) ; de cette nouvelle remarque 
résulte alors la construction que nous voulions obtenir ; elle 
est indiquée sur la fig. 3. 

La tangente 8', au point p., droite qu'on suppose connue, coupe 
ox en b; la parallèle à Oy, menée par h, rencontre^ en a, la per - 
pendiculaire tracée par 0, au vecteur OM ; aM est la tangente 
cherchée. 



(*) En appelant H le point où pL(ji' coupe Ox, on a, en effet, 

HP _|iP _ MP' _ AM 
HQ ■" |iQ "" MQ' ~ AMfî®*^" 



AM' 




66 JOURNAL DE MATHÉMÀTIQUIS SPÉCIALES 

3. — On peut, d'après cette remarque, simplifier la pre- 
mière construction; 

v- car, si 8 est connue, le 

point a est déterminé; 
par suite, h; en tra- 
çant hii, on aura la 
tangente inconnue 5'. 
Mais, en effectuant le 
premier tracé, on aura 
une vérification de la 
Fig. 3. construction faite, en 

constatant que les points A, k, dont il est question dans 

ces deux tracés, sont en ligne droite avec [i, 

4. — Quoi qu'il en soit, il est facile de comprendre que le 
théorème que nous venons d'établir comporte de nombreuses 
applications. Supposons en effet qu'une courbe F soit repré- 
sentée en coordonnées polaires par l'équation 

f{ry co) = o. 
On pourra toujours, en utilisant les formules connues, 
déduire de cette égalité Téquation de la courbe V en fonction 
de r, x; quelquefois très simplement. Soit 

(p(r, a;) = o 
l'équation ainsi obtenue. Considérons maintenant la courbe F' 

qui est représentée par 

(p(y, x) = o. 

Si l'on sait tracer la tangente à F", par application du théo- 
rème précédent, on aura la tangente à F, ou vice versa. Si 
l'on observe qu'une courbe peut, dans beaucoup de cas, être 
représentée par une équation très simple en coordonnées r, a;, 
on aperçoit immédiatement l'utilité de la transformation que 
nous venons d'exposer, etque nous allons appliquer à l'exemple 
que nous avons en vue. 

B. Application au tracé de la tangente à VAtriphthaloïde. — 
L'équation de ÏAtriphthaloïde F, en coordonnées polaires, est 

r*(r — A) -h A:' sec* (o = o, 
ou, dans le système r, x, 

x*{h - r) = kK (F) 
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La transformée r\ dans la transformation en question, est 

x^(h — y) = kK (H 

Cette équation représente une des cubiques simples (*) que 
nous ayons étudiées dans notre Géométrie de la règle et de 




Véquerre (p. 115); c'est la cubique simple hyperbolique. Nous 
avons indiqué (loc. cit.) une construction de la tangente en 
uu point pris sur la courbe. Cette construction est la suivante. 

Soit [X un point de F; ayant tracé la droite A parallèle à Oa?, 
à la distance A, on abaisse txB perpendiculairement à Oy, et 
Ton prend BA = 2CB: Afx est la tangente cherchée. 

D'après cela; ayant pris un point M sur F, on abaisse MP 
perpendiculaire à Ox et Fun prend Pjji. = OM. Ayant tracé uiA 

(*] Nous avons appelé cubiques simples (loc. cit.) celles qui peuvent être 
représentées par une équation ne renfermant que deux termes. Il y a trais 
cubiques simples correspondant respectivement aux équations 

oc^ ^ ay* = o, a^ — ahf = o. a;*y = a'. 
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comme nous vcdods de Texpliquer, on prolonge {xA jusqu'à sa 
rencontre, en R, avec Ox. La parallèle à Oy, menée par R, ren- 
contre la perpendiculaire OS au vecteur OM, en un point S; 
SM est la tangente à VAtfnphthaloïde considérée. La figure (4) 
représenle la courbe coostruite dans le cas où Ton suppose 

h> 0, k > 0, 4/1' > 2jk\ 

Comme Tobserve M. R. Townsend, dans l'article cité, les 
ovales s'évanouissent quand on suppose 

4^« = 27A;'. 
ils deviennent imaginaires si l'on a 

4A» < 27A». G. L. 

EXERCICES DIVERS 

Par M. Bontin. 



251. — On œnsidère un point M(Xi,y4,Zi), non triangle po- 
daire kJSfi^, Soient Aj, Bj (Jj les mÛieux des côtés de AiB^Ci. 
Déterminer le lieu de M, de manière que les droites AA^, BB^, 
CCa, soient concovrantes, Quel est alors le lieu de leur point 
de concours P? 

Soient (y', z'){x'\ z"][x'", y'") les coordonnées normales de A„ Bj, C,, 
les équations de AA,, BB,, CC,, sont : 

y y"' z z' X x" 

^^' â""!^' i~â"'' y~V* 

La condition de concours de ces droites est : 

(2) z'x'y"' — y'z"a^". 

G^est le lieu de M. On reconnaît la cubique des inverses relative à 
ranticomplémentaire de Torthocentre, déjà plusieurs fois rencontrée. 

Le lieu du point de concours P, des trois droites considérées, 
s'obtiendra en éliminant x^^ y^, z^^ entre les équations (l) et (2). De (1), 
on tiie, en tenant compte de (i) : 

abc jLàahi' z' (x'" — x"). 
Remplaçant y', «',03"', y'", a;'',;?'', parleurs valeurs en a?i,i/j, «i,on trouve : 

abc ^ - ( ) = ^^*(3/i + ®i ^^^ G)(jsf,+ a?j cos B)(«i cos B — y, cos C) 

3= 4R«(i 4. cos A cos B cos G) ^(cos A— cos B cos 0)x^{y\ — z\) 
-HiCiî/i»! ^a*(cos* B — cos»C). 
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La première Romme est identiquement nulle, puisqu'elle représente 
l'équation du lieu de M ; la seconde est également nulle, et on a pour 

Téquation du lieu de P : \^? (y^ — g*) = o, 

qui est la cubique des inverses relative au centre de gravité, ou cubique 
des dix-sept points. 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. d'Ocagne : 

... Permettez-moi aussi de vous faire remarquer que j'ai 
donné (mais pour le cas do la strophoïde droite seulement) la 
construction de la normale que vous indiquez à la page 14 
du numéro de janvier du Jouî'nal de Mathématiques spéciales. 
C'est dans ce journal même que j'ai fait connaître cette con- 
struction (aunée 1888, p. 204-205)... 



EXERCICE ECRIT 



65. — Des hyperboles équilatëres H sont circonscrites au 
triangle AOB, et les axes de ces hyperboles sont parallèles 
aux bissectrices de AOB. En supposant les points A,B mobiles 
sur les droites fixes OA, OB et de telle sorte que OA + OB = A 
{h étant constant), on demande le lieu des foyers de H. 

Notes sur l'exercice 64. 

1» En prenant pour axes les droites fixes A, A', l'équation de H est 

Si Ton adopte, pour axes, les bissectrices des droites A, A', Téquation 
de H est alors 

008 - sin - 

2 2 

Le lieu du centre est représenté par 

2x{a cos 6 — 6) -h 2y[a — b cos 6) = (a* — 6«) cos ô, 
dans le premier système ; 

2X cos - 2Y sin - 

2 , 2 

par r-r 7—= cos 6, 

dans l'autre. 
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En menant parles points A, B des droites inclinées à 45* sur les bissec- 
trices OX, OY, oQ forme un rectangle ABC D ; la diagonale CD est la 
droite qui correspond au lieu cherché. 

2* En menant par le centre de H une parallèle à OY; pais, en éliminant 
entre l'équation de cette parallèle et celle de U, on trouve 

(3) X«-|-Y"+2 — ^ XY cotg — Y ; 4X — ^^ cos — ha6 cos 6=0. 

sin - 
2 

On obtient une seconde conique, en considérant la parallèle d OX 
mené par le ceutro de H. 
3^ En calculant le discriminant A de Péqualion (3), on trouve 

4A(a f 6)« sin* - = (a«"+6* cos — 206) ^ 
2 

En calculant le discriminant 8 des termes du second degré, dans Téqua- 

tion (3), on a 

e 

8(a + by siu» - — (a» + b*) cos 6 — 2ab. 

On a donc, en même temps, A = o et $ = o. La conique (3), quand 
elle est dégénérée, représente un système de deux droites parallèles. Cette 
circonstance se présente quand AB est incliné de 40* sur les axes OX, OY. 

4* Le lieu demandé est une cubique ayant pour équation (dans le 
système yox), 

(x^ -h y^ +-^)(2 -- -l) .-:ax-hby. 
\ cos 6/\ a b/ 

Les asymptotes sont en évidence. On construit facilement la courbe, 

en utilisant la méthode par régions; on trouvera deux formes distinctes, 

Tune d'elles est constituée par trois branches hyperboliques et un ovale 

touchant les axes Ox^ Oy aux points fixes donnés A, B. Dans Tautre forme 

Tovale disparaît et Tune des branches hyperboliques devient une branche 

serpentine. 

Nota. — Nous avons reçu de M. Barisien, trop tard pour le signaler 
dans le dernier numéro, une très bonne solution de Texercice 63. 



QUESTION 315 

Solution par M"" Y* F. Prime, Bruxelles. 



On donne une courbe plane fixe U, un point et une droite Oz, 
dans son plan. 

Soient P, Q deux points mobiles sur U et tels que Oz soit 
bissectrice de l'angle POQ; les tangentes aux points P, Q se 
coupent en S ; OS rencontre PQ en V. 

Démontrer que PQ touche son enveloppe en unpoint R tel que 

RP _ ÔP^ QV 
RQ " ÔQ^'PV* 
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Application. — En considère une ellipse de centre ; soient 
OP, OQ deux isogonales par rapport aux axes de la courbe. 

y" Trouver l* enveloppe de PQ. 

2^ Soit A la circonférence circonscrite au triangle POQ. La 
tangente à A, en 0, coupe PQ en un point dont on demande le lieu 
géométrique. 

On trouvCy dans les deux ccw, pour représenter le lieu cherché, 

l'équation 

c«(y« - jL«) = a>b». 

Expliquer cette coïncidence, en appliquant le théorème en question, 

(G. L.) 

Si P' et Q' sont les positions infiniment voisines des points 
P et Q, positions que Ton peut supposer situées sur les tan- 
gentes SP, SQ, les 
angles POP', QÔQ' 
sont égaux, et la droite 
PQ touche son enve- 
loppe au point R où 
elle est rencontrée par 
Ja transversale P'Q'. 

Dans le triangle SPQ, 
coupé par P'Q', 
PR _ PP.SQ' 
QR "" OQ^SF ' 

Posons P'OP = 0^ 
=a, POS=p, SOQ=Y. 

On a: 

PF A.OPF OF.OPsina 




_ OP. sin a 

SF ■" A.OFS "" OF.OS. sin(p -+- a) "" OS. sin p 

SQ' OS. sin Y 
QQ' 



De là résulte : 



OQ. sin a 
PR OP sin Y 



Or: 



Ainsi : 



QR OQ siap 
sin Y QV. sin V PV. sin V OP.QV 



siu p 



OQ 
PR 
QR 



OP^ QV 



OQ.PV 

G. Q. F. D. 
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Application. — Dans ce cas particulier, le point V est In 
milieu du segment PQ et R divise extérieurement la base FQ 
du triangle OPQ, dans le rapport des carrés des côtés OP, OQ; 
mais la taogenle menée, en 0, à la circonférence OPQ, divise 
PQ dans le même rapport, les deux lieux considérés sont 
donc identiques. 

Eu posant OP = p^ , OQ = p, , POX = QOY = 6 , on a: 

,-^ 1 cos*ô sin*8 

(1) 12 



et 

I fin* 6 cos'ô 

Les coordonnées de R sont: 

cosO sin sin6 cosd 



•^ _ _Pi Pî_ ^ Y — ^* ^* 



I T 



Pi P2 Pi P2 



d'oh Y« - X« = - 



COS 2Ô 
I I 

pI"p1 



et, d'après (I) et (2): 
I I 

p] "" ^ ~ \a* 6V ~ a*6' 

L'équation du lieu de R est donc : 

c«(Y* - X*) = a^b\ c. Q. F. T. 



— ^= COS 28( -- — r-) = Z7Z COS 20. 

Va» 6V 



Erratum : P. 30, formule (5), au Heu de x, lisez B. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS, 



IMPRIUBRIBCDITRALB DIS CBIKlNS DB F» 
UIPBIIIBRIB CMJJJ, mUB BBBOiBB, tO» ?▲«». ~ 3900-S-93. 
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SUR LE CALCUL DES SERIES CONVERGENTES 

(D'après Wronski.) 



• • • 



On doit à Wronski un procédé de calcul qui permet 
d'obtenir, dans un grand nombre de cas, avec une notable 
approximation, la valeur d'une série convergente, dont on 
connaît les premiers termes. 

Soit t\x) — U^X — UtiT* H- Mj.X* — WjiC* -f- U^O?* — . . • 

posons 

. X = ^-^ = !/ 4- ï* -H y» -t- . . . , 
nous aurons f(x) = yu^ — y'^^^Q + y*^'Wo — ... ; 

X 

ou, en remplaçant y par » 

[ "T~ X 

X / X \^ / X \^ 

f(x) = Uo Atio ( ) + AX ) . . . 

' ^ ^ % -h a; \\ + xj \\ -\- xl 

donc 

t/o-X — 1^.05* 4- WjX' ... = Wo AWo ( ) 4- 

° l -\- X \\ -\- xj 

pour a? = I , 

1 I 

Wo — Ui + Wj — . . . = - Uq AWo 4- . . . 

2 4 

ou encore 

1 I 

w, — Wj -+■ w. . . . = - Wo Aw. -+-... 

2 4 

ou 

Wq — Wj + Wj — ... = Uo — -Ml -h - AMj — - A*Mi . . . 

24 o 

Posons 

«0 ~ **o » «1 = ^0 — Wo «t = Uo — ^1 4- M, . . 

I , . î 
et soit Jtl«o = - («o 4- ^1) = Wo Ml , 

1 I 

sEi^i = -(*! + *«) ' in*» = - {^t 4- .«3) . . . 

2 2 

jounN\L DE MATH. spéc. — 1893. 4 
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on aura 



ill'»» = ; iM\ + ill'«i) . . . elc. 

in^o = Up - - w, 

2 



iîl% = w, 



1 I 

2 4 



iïl'«o = Uo - i-Ui + i AX - i A»(i, . . . etc. 

* 4 ^ 

Voici le calcul de tc, d'après Wronski : 

ir . I I I 



I ^ o.oooooo 
— - = 0.333333 



- = 0*200000 

-' =4-4'2857 
I 

- = O. I II I I l 

9 

I 

= 0.090909 

— - = 0.076923 
-= 0.066667 

— = 0.058824 

^ — = o.o52632 
'9 

— = 0.047690 
ai ^' 



% 



1 .000000 
0.666667 

0.866667 

0.723810 

0.834921 

0.744012 

0.820935 

0.754268 

o.8i3o92 

0.760460 

o.8o8i5o 



m\ 



o. 833333 



0.766667 

0.795238 

0.779365 

0.789466 

0.782473 

0.787601 

0.783680 

0.786776 

0.784305 



JI2 



o . 800000 



0.780952 
0.787301 
0.784415 
0.785969 
0.785037 
0.785460 
0.785228 
0.785540 



- = 0.785397 eu continuant. 
4 
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AIRES DES HYPOGYGLOIDES 

A TROIS OU QUATRE REBROUSSEMENTS 
PdT M. F. BalitraMd, ancien élère de TÉcole Polytechnique. 



Hypocycloïde à trois rebrouMements. — Soient A, B, G les 
points de rebroussement de Thypocycloïde; A', B", C les 
sommets; nous allons évaluer l'aire du triangle curviligne 




A B 

AB'C, formé par deux branches de Thypocycloïde et Tare B'C 
du cercle tritangent à la courbe. 

Soient MM^jx, MM|{a' deux positions infiniment voisines 
d'une tangente. On sait que 

Posons MMi = Xy M^MMi = dô. 
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L'aire du triangle MM^Mi est égale à - x*d^; et Taire fs 
du secteur curviligne AB'C est donnée par l'intégrale 



2J0 



Pour évaluer cette intégrale, considérons l'aire M|Ui;jl;/. 
Elle est égale à -(ixYd^ a?*d6 = - x*dB. 

L'aire du cercle Â'B'C égale à ?cR*, est exprimée, d'autre 
part, au moyen de l'intégrale 

2, 



Donc - / '^x*d^ = 7cR« 

3 



2J0 

- f'^xH^ = 
2J0 

-f 

2J0 



L'aire S de l'hypocycloïde est donc 

S = 27rR». 

HypocyclcMe à quatre rebroussenients, — Nous allons procé- 
der comme dans le cas précédent. 

L'aire du triangle MM^Mj (fig, 6) est égale à - x^d^ ; et l'aire 9 
du triangle curviligne BA'B' est donnée par l'intégrale 



-P 

2J0 



^xH^ = (T. 


Pour évaluer cette intégrale, considérons l'aire MtM'^fAfA' ; 

d'après les propriétés, connues, de riiypocycloïde,M||jL=2MMi. 

Par suite, l'aire M^MitAp.' est égale à 

-(3a;)*de - -a;*dô = Ax^d^. 
2 2 

L'aire du cercle inscrit à la courbe, égale àTcR*, est exprimée 

par l'intégrale 

Donc - / Vdô = ^* . 

2jù 8 
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n 




Fig. 9 



L'aire S de Thypocycloïde est, par suite, 

o = • 



POINTS A L'INFINI SUR CEBÏAINES DROITES 

Par M. Poulain, à Angers. 



M. Bernés a indiqué récemment {J, S. 1892, p. 345) les coor- 
données des points à Tinfini d'une droite Q = o, quand 
elle fait, avec une droite donnée P = o, un angle donné Y, 
à Ktt près. Le résultat renferme les coordonnées des points 
cycliques. Voici deux autres expressions où n'entrent que les 
coefficients de la droite P^/a-4-mp-hnY = o, les coordonnées 
étant barycentriques. 

Les points à Tinfini de Q = o sont 
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(1) a' : p' : Y'=[a(oi--6wicosG— cnco8B)-h2S(m— w)cotV] : ... 

(2) ou a' : p' : Y'=[(/-n)cotB-h(/-m)cotG+(m-n)cotV] : ... 

En effet, menons par À une parallèle à Q = o. Son équa- 
tion est de la forme 

(3) m'S H- n'y = o. 

Gomme elle fait Tangle Y avec la première on a 

I l o 
I m m' 
I n n' 



2S 

(4) tgV= 



6*mw'+c'nn'— 6c(mw'+nm') cm k-\<aln' cos B— a Wm' cos G 
Il est facile d'éliminer m' et n' entre (3) et (4). On trouve 

ainsi ^de la formule (1) et, en éliminant a, on passe à (2). 

Ayant les valeurs (1) et (2), il est facile d'écrire l'équation 
de la seconde droite, Q = o, .quand elle passe par un autre 
point donné. Mais il y a avantage à écrire les équations de 
certaines droites particulières, de même direction que Q = o. 

Ges équations particulières sont 

(5) y]a[(^ — w) cot A. — t cot V] = o, 

(6) 2**^^ - ^)^* H- (w - ^c* -4- 4St cot V] = o. 

On les vérifie, en cherchant les points qui sont à l'infini sur 
ces droites. En ajoutant E(a + p + y), E étant une indé- 
terminée, on aura l'équation générale des droites Q = o. 

Pour Y = ',on a des perpendiculaires et alors la droite (5) 

2 

passe par l'orthocentre et par son factorien (/ tg A,...V 



CORRESPONDANCE 



Nous avons reçu, de M. P. Delens, professeur de mathé- 
matiques spéciales au lycée de Rouen, la lettre suivante 
que nous publions parce qu^elle nous semble renfermer d'inté- 
ressantes réflexions. 
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« En feuilletant dernièrement Tannée 1890 du Journal de 
Mathématiques spéciales, j'y ai trouvé, à propos de Texer* 
cice 33 sur le lieu des foyers des coniques circonscrites à un 
losange, une note faisant remarquer la contradiction qui 
semble exister entre le degré de ce lieu et celui qui est indi- 
qué par la théorie générale de Ghasles. Voici, il me semble, 
comment on peut expliquer les résultats obtenus, et faire 
disparaître cette contradiction apparente. 

» On sait que les points à Tinfini du lieu des foyers d'un 
système de coniques sont fournis par les paraboles du sys- 
tème qui doivent être regardées comme admettant trois foyers 
sur la droite de l'infini, à savoir; le point de rencontre de cette 
droite avec l'axe de la parabole et les points I et J; ce qui 
montre en même temps que le lieu des foyers est en général 
de degré 3v et admet I et J pour points multiples d'ordre v. 

9 Mais on suppose que les' paraboles du système ne se 
décomposent pas en droites; car on sait qu'un système de 
deux droites parallèles doit être considéré comme ayant tous 
ses foyers situés sur la droite de l'infini; ce fait résulte de la 
discussion du problème des foyers dans les coniques. 

» On doit donc, dans ce cas, s'attendre à voir la droite de l'in- 
fini figurer dans le lieu des foyers autant de fois qu'il y a de 
paraboles du sytème se décomposant eu droites parallèles 
distinctes; et, par suite, le degré du lieu doit s'abaisser d'un 
nombre correspondant d'unités. 

» C'est précisément ce qui se présente pour les coniques 
circonscrites à un parallélogramme (ou à un losange); et le 
lieu complet peut bien encore, avec cette explication, être 
regardé comme étant du 6^ degré et passant deux fois par les 
points I et J. 

» Gomme autre vérification, on peut considérer les coniques 
circonscrites à un trapèze; le lieu de leurs foyers s'abaisse au 
5® degré, et la courbe obtenue ne passe qu'une fois par les 
points cycliques. Dans le cas particulier oli Je trapèze est 
isoscèle (et par suite inscriptible), le lieu doit se décomposer. 
Il est en effet formé d'une cubique circulaire et de l'axe du 
trapèze compté deux fois, ce qui constitue encore une courbe 
du 5* degré, et s'accorde avec les résultats connus. 
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On peut prévoir, de la môme manière, le degré et la nature 
du lieu des foyers des hyperboles qui passent par deux points 
donnés A et B et ont leurs asymptotes parallèles à deux droiles 
données D et D'. Ces coniques passent en effet par quatre 
points fixes; le lieu de leurs foyers devrait être à priori du 
6* degré ; mais comme les deux paraboles du faisceau sont 
ici formées par la droite AB et la droite de Tinfini, le lieu 
doit contenir deux fois cette dernière droite et s'abaisser par 
suite au 4® degré (et iion au 2® degré, comme le dit Kœhler 
dans son recueil do problèmes, p. 107); de plus, toutes les 
coniques du faisceau ayant leurs axes parallèles, on sait que 
^ le lieu des foyers doit se décomposer. Ainsi ce lieu sera 
formé de deux coniques qui devront se couper à angle droit 
aux points de rencontre des parallèles à D et àD', menées par 
A et B, et qui seront homofocales. On le vérifie sans peine par 
le calcul et par la géométrie. 

» Si Ton considère maintenant, comme autre exemple, les 
coniques tangentes à deux droites données en deux points 
donnés, le lieu s'abaisse au 3® degré et représente une stro- 
phoïde. Il était facile de le prévoir : le faisceau des coniques 
ne renferme en effet, dans ce cas, qu'une parabole, en dehors 
de la droite double des contacts, qui doit être laissée de côté, 
puisque, d'après la théorie générale, les foyers d'une droite 
double sont complètement indéterminés. — Le lieu doit donc 
être du 3® degré seulement et admettre, pour directions asym- 
ptotiques, les directions isotropes et la direction asymptoti- 
que de la parabole ; il doit de plus admettre, pour point double, 
le point de concours des tangentes données (qui forment une 
conique particulière du faisceau dont les quatre foyers sont 
réunis en ce point), et les bissectrices de ces droites pour 
tangentes; ce qui sufiSt à caractériser une strophoïde. 

» 11 en est encore de même, pour des raisons analogues, 
dans le cas des coniques ayant leurs quatre points communs 
confondus en un point donné. 

» Enfin, si l'on considère toutes les coniques tangentes à 
deux droites parallèles, en deux points donnés, le lieu de leurs 
foyers doit s'abaisser au 2** degré, car l'une des paraboles du 
faisceau se réduit à deux droites parallèles, et l'autre à deux 
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droites confondues; c'est ce qu'on vérifie facilement par le 
calcul qui donne, dans ce cas, pour le lieu cherché une hyper- 
bole équilatère. 

9 On voit bien maintenant, par 'ces divers exemples, com- 
ment il Faudra modifier, dans chaque cas particulier, la for- 
mule générale qui donne le degré d'un lieu de foyers. 

» Il n'est peut-être pas inutile de montrer cependant qu'où 
peut, par une discussion semblable, trouver le degré du lieu 
des foyers d'un système de paraboles assujetties à trois con- 
ditions. — Dans ce cas, chacune des courbes ne doit plus, 
évidemment, être regardée que comme admettant un seul 
foyer, donné par l'intersection des deux droites auxquelles se 
réduisent les hyperboles focales. D'ailleurs, ces droites étant 
rectangulaires, le foyer ne pourra disparaître à Tinfiai que si 
l'une, au moins, s'éloigne à Tinfini. Ceci a lieu quand la 
parabole correspondante se décompose en un système de deux 
droites parallèles, ou si elles deviennent parallèles, ce qui 
exige que leur direction commune soit celle d'une droite iso- 
trope; la parabole correspondante admet alors également son 
axe parallèle à une direction isotrope, c'est-à-dire qu'elle est 
tangente à la droite de l'infini en l'un des points cycliques. 
On pourra donc trouver encore par ce procédé les points à 
rinfini du lieu et son degré dans chaque cas particulier, les 
paraboles formées de deux droites confondues devant être, 
comme dans le premier cas, laissées de côté dans cette 
recherche. 

» Il serait facile de vérifier ces résultats sur des exemples ; 
mais ce serait allonger inutilement cette explication que je 
me permets de vous soumettre pour le cas, d'ailleurs assez 
peu probable, où il n'aurait pas été répondu à la question 
posée à ce sujet dans votre journal. Si je vous Tenvoie quand 
même, c'est que la méthode analytique que j'ai employée, et 
qui n'est peut-être pas celle qu'on indique le plus souvent pour 
trouver le degré des lieux de foyers, me parait avoir l'ayan- 
tage^ au point de vue de l'enseignement, de reposer unique- 
ment sur une discussion complète du problème de la recherche 
des foyers, de montrer aux élèves l'importance de cette dis- 

JOUmiAL M MATH. SPÉC — iSdS. 4» 



82 JOURNAL DE MATHÉMATIQUIS SPÉCIALES 

cussioD et comment Texplication des résultats qu'ils rencon- 
trent en découle naturellement. Ils peuvent d'aileurs appli- 
quer la même méthode à d'autres problèmes ; pour les lieux 
de sommets, par exemple. . . » 

À propos de la transformation que nous ayons indiquée 
dans le numéro précédent (p. 64 et suivantes) nous avons reçu 
les deux lettres que nous publions ici. La première était 
signée d'un nom que nous n'avons pu déchiffrer; la seconde 
est de notre zélé collaborateur M. M. d*0. 

L'intéressante méthode de transformation que vous exposez 
dans le numéro de mars du Journal de Mathématiques spéciales 
semble susceptible d'une interprétation géométrique simple. 

Si, les axes étant rectangulaires : 

y = o f{z,x)=:o 

senties équations d'une courbe G, Téquation de la projection C 
sur le plan des ocy de la section par le plan ^ = a; de la surface 
de révolution engendrée par la rotation de C autour de oz sera : 

f{x, \/x^ -h y«) = o. 

Réciproquement, étant donnée la courbe G' dans le plan des 
xyj si on fait touroer autour de oz la courbe située dans le 
z = X et projetée suivant G', la méridienne de la surface de 
révolution engendrée sera la courbe G. 

On pourrait, je crois, développer facilement les consé- 
quences de cette interprétation; on pourrait même s'en servir 
pour généraliser la transformation, mais sans arriver peut- 
être à des conséquences bien intéressantes. 

... La transformation que vous 
proposez consiste à prendre, 
sur l'ordonnée du point M, le 
point M' tel que 

PM' = OM. 
Soient MN et M'N' les normales 
à la courbe donnée et à sa trans- 
formée, en M et en M'. Posons, 
^ en tenant compte du signe, 
OP = a?, PM = î/, OM = PM' = p, ON = n, PN' = n'. 
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Puisque p« = a?» -i- y", on a 

dû dy 

Donc -i. = -. 

dx p 

La courbe transformée donne 

|=tgPM'N'="-. 

Par suite, n =n'. 

Si donc on connaît la normale MN, on a la normale M'N' 
en prenant PN' — ON, et vice versa. 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Boutln. 



252. — Lieu des points de contact des tangentes menées parai- 
lèlement à une direction donnée j aux coniques passant par quatre 
points fixes. 



Si(l) 



Prenons trois des points comme sommets du triangle de référence, et 
soient 7f, y' y z' les coordonnées normales du quatrième point. 

X , (1 V 

- + --+-- = o 

X y z 

est Téquation des coniques, on a: 

W 17 + -^ -^ - = o- 

af y' z' 

Soit te -*- my + n« = o, 

la direction donnée. La condition de parallélisme de cette droite et de la 

tangente en x^y^z à la conique est : 



E, 



\a[m{\y + (juu) — n[lx -H va?)] = o; 
ou, en posant pour abréger : 

am — W ^ G, c/ — an = B, &n — cm = A, 



2: 



(3) ^X(Gî/ + B«) = o. 

L*équation du lieu résulte de Télimination de X, (x, v entre (1) (2) (3). 

I . I I 



X y z 

I I I 

x' y' z* 

Cl/ + B» ' Aa + Ga? Ba? 4- ky 



=: O 



2, 



ou j^xéf{fla*'\f^ — ^y^z^) = o. 

Équation d'une cubique passant par les quatre points Ûzes donnés. 
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Elle rentre dans le type des cubiques des in?erses relati?es à un p<^t 
donné, si 

Elle est alors la cubique des inverses relatiTS au point (a/ ,y' , %'). 

263. — On considère un M angle ABC, deux points M 61 P. 
soient Af, B', C, k\ B^ C^ les pieds des droites AM..., AP...; 
Soient At, B^, G^, les milieux de AA', BB^ GG\ Condition de con- 
cours des droites : k^A.\ B^B", G fi" ? 

Soient ai , pii , yi > «s t Ps > Ys > ^^s coordonnées barycentriques de M et P ; 
on a pour les coordonnées de A|. 

« -- 1 - X, 

Pi + Y. Pi Yi 

d'où, pour réquation de AiA'^ : 

« P Y 

O Pa Yi =0- 

PiH-Yi Pi Yi 

La condition pour les trois droites analogues soient concourantes, est ; 

PaYi — PiYa ^ . 
Y» — P» 



Yaai— YiO» 



Pi + Y. 

«1 -H Yi 
P« — 0^ 

qui se réduit, tous calculs faits, à 



«1 

«i + Pi 



= 0, 



(1) 



2„^(P|-rD = o. 



D'où Ton conclut que : 

Si M est fixe, P doit appartenir à la cubique des réciproques relative à 
Mo, réciproque de M. 

Si P est fixe, M doit appartenir à la conique circonscrite au triangle de 
référence qui est la transformée par points réciproques de PPo (Po réci- 
proque de P). 

Les applications sont trôs nombreuses. 

Si a, = ^, = Ys t (1) est toujours remplie, A'^, B'% C sont les 
milieux des côtés, le point de concours des droites considérées est alors 
le milieu de la distance des brocardions de M (voir /. M, E., ex. divers, 
uuméro 219). 

(1) est encore vérifiée, si P et M sont réciproques, c'est-à-dire si 

«lOi = PiP* = YiYa- 

Dans ce cas, comme on s'en rend compte géométriquement, le point de 
concours des droites considérées est toujours le centre de gravité du 
triangle de référence. 

264. — Soit un triangle ABG, deux points M, P, dont les coor- 
données barycentriques sont : (a^ , Pj , Yi)(a', p', y). Par M, on 
mène les parallèles MA\ MBS UC\ à PA, PB, PG, et rencontrant 
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respectivement les côtés de ABC, en k\ W, G. A quelles conditions 
doivent satisfaire M c/ P pour que les droites AA', BB', CC 
soient concourantes ? 

On trouve aisément pour Téquation de AA' en coordonnées bary- 
centriques: 

Y Yioii + Yi) -H YiP' ' 
et deux autres analogues pour BB^ CC ; d*où, pour la relation cherchée: 

lP'«i + P'Pi + /PiKy'Pi + Y^Yi + a^iXa^i + a'a, + P'a.) 

= Vai + y'Yi h- P'YiKa'Pi + a'a, -h y'«i)(P'Yi H- P'Pi "H «'Pi)» 
ou 

(1) 2à0L' (p, 4- Yi - ai)[Y'*Pi(ai 4- Yi) - P'Vi(ai 4- Pi)] = o. 

On peut remarquer que cette relation ne change pas quand on permute 
a' y p'f Y et «i > pi , Yi ; il en résulte que si on considère M comme Ûxe, 
le lieu de P est la cubique (1). Si on considère P comme fixe, le lieu de 
M est la môme cubique. 

Application : Si P est Torthocentre H, le lieu de M est la cubique, si 
souvent rencontrée, des inverses relative à Tanticomplémentaire de 
Torthocentre. Si M est Torthocentre, le lieu de P est la môme cubique. 
On a donc la proposition suivante : 

Si P est un point de la cubique des inverses relative à rantioomplémentaire 
de rorthocenire H, et que par H, on mène les parallèles HA^, HB% HG^ à FA, 
PB, PC, A% B% G^ étant respectivement situés sur les côtés de ABG; les 
droites AA^ 6B', GG' sont concourantes. 



EXERCICE ECRIT 



66. — Le lieu des points tels qu*en menant les trois nor- 
males à une parabole donnée, le produit des longueurs de ces 
trois normales, divisé par le produit des rayons de courbure 
des pieds des normales, soit constant, est une conique. 

Pour quelle valeur de la constante, laconique sedécompose- 
i-elle en deux droites? (E. N. Barisien.) 

Note sur rezerclce 65. 

En prenant les droites OA, OB pour axes de coordonnées et en posant 
OA = 2a, OB = 2&, on trouve pour Téquation générale des hyperboles 
du réseau proposé 

(H) /'s: «» + y« H ^ — 20» — 2by = o. 

cos 6 

Soit F(a, P) un foyer de cette courbe; de F, abaissons des perpendi- 
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culaires FP, FQ sur les asymptotes de (H) {*), En identifiant PQ avec 
la polaire de F relativement & (H), on trouve que (avec les notations 
ordinaires) les coordonnées du foyer F vérifient Téquation 

résultat qu*on démontre d'ailleurs directement et très simplement. 
Finalement, le lieu est une ellipse correspondant k Téquation 

(1) (x*+ y")f i+sin^j+2iry(cos6— sin*-l — 2fc(a?+y)cose=^^ -■» 

cos*- 

3 

et une droite représentée par 

6 

2(« + y) cos* — h cos 6 = 0. 

2 

Nota. — M. Barbariii nous a adressé une solution de Texercice 65. Dans 

cette solution, M. Barbarin prend pour axes les bissectrices des droites 

proposées, il trouve, pour la conique (1), Téquation suivante 

X« + 2Y> + 2dX — d» = o, 

h cos 26 

en posant d= -• 

4 cos 6 



QUESTIONS 187, 188 ET 189 

Solntlon par M* U. BaocAaD. 

187. Construire la courbe représentée, en coordonnées rectan- 
gulaires, par réquation 

y = % X -h ï^ (^ - x) , 

les logarithmes étant pris dans le système népérien, 

188. Même question, l'équation de la courbe étant 

j = log X -¥■ tg (- 4- xj • (S. Realis.) 

Désignons ces deoz courbes respectivement par Y^ et Y,. 
Traçons les courbes auxiliaires représentées par 
L y =\ogx, 

C y = eotg X, 

puis les courbes 

(*) On a souvent & considérer la droite (i qui passe par les pieds des 
perpendiculaires abaissés d'un point M sur deux droites A, A'. On pour- 
rait, pour abréger le langage, dire que {& est la podaire de M. A un point 
M, correspond une droite {i; et réciprocpiement. 
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A y = - log a?, 

r y = - coig X, 

symétriques des précédentes, par rapport à OX. 
Soient, respectivement, 

An les zéros des courbes G, r A« = (2K -h i) - ; 

Bn les intersections des courbes C, L 

Dn les intersections des courbes C, A 

En les intersections des courbes A, F 

Fn les intersections des courbes G, F 

Gn les points de la courbe L ayant pour abscisses A»; 

Hn les abscisses des points D„ , F» ; 

Kn les abscisses des points B» , E» ; 

OY Fasymptote des courbes L, A. 

niz les abscisses des asymptotes des courbes Gj F* 

Les ordonnées positives FnHn, BnKn, étant doublées, soient 
Mn , Pn leurs extrémités. 

On remarquera immédiatement les propriétés suivantes, qui 
suffisent à la détermination complète des courbes Vi , V, : 

1® Les courbes Vj , V, admettent pour asymptotes celles des 
courbes L, G, A, F, c'est-à-dire OY et w = n-K. 

2® La courbe V^ rencontre L aux points G», OX aux points 
Hn et passe par les points P» . 

3^ La courbe Y, rencontre L aux points Gn,OX aux points 
Kn et passe par les points M». 

4® Les courbes V^ , V, sont toujours au-dessus des arcs 
correspondants des courbes G, F. 

La forme des courbes V^ , V^ , offre une certaine analogie, 
pour le tracé, avec celle des courbes G, F. Gbacune de leurs 
branches possède un point d'inflexion. 

Les courbes Vi , V, , n'ont aucun point du côté des a? né- 
gatifs. 

189. Construire les courbes représentées par l équation 

log :l -^ tgi^ z^ SA 

% X H- /^ Q d= X j 
où les signes se correspondent, (S« fiealis.) 
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Désignons par U| et U, les deux courbes correspondant, 
respectivement, aux signes supérieurs et inférieurs, et con- 
servons les notations précédentes. 

Nous aurons : 

La discussion des courbes V^, V, donnera les éléments du 
tracé des courbes U^ , U, . 

En effet, considérons d'abord la courbe V^ et menons les 
droites A^ , A, parallèles à OX et aux distances i et — i . 

On reconnaîtra immédiatement les propriétés suivantes : 

1® Les zéros de Uj sont ceux de V^, ou les points H„ . 

2^ Ui rencontre A^ aux points R„ d'intersection de A^ avec 
les ordonnées des points G» , qui ont par conséquent pour 
abscisses A» • 

3° Ui rencontre A, aux points S» d'intersection de A, avec 
les parallèles à OY ayant pour abscisses ni:. 

4® Ui est infini positif et asymptote aux parallèles à OY 
ayant pour abscisses K» . 

â^ La même branche^ passant de l'autre côté de OX, est 
asymptote à la parallèle à OY ayant pour abscisse le point 
K,»+i suivant. 

Considérons enfin la courbe U,. On la déduira immédiate- 
ment de Ui en observant que U^ a les mêmes points y = i 
ou Rn; que Uj a pour asymptotes les ordonnées des points 
Mn qui ont pour abscisses Hn, et, enfin, que le signe de U, 
est le même que celui de la branche de U| correspondante. 

La discussion des courbes JJ^ et U, dans l'intervalle de 
G à 77 n'offre pas de difficultés. 

Quant au tracé des courbes U et V, nous croyons qu'il 
donnera le saj«t d'un exercice utile aux élèves, des questions 
tout à fait analogues à celles-ci pouvant leur être posées aux 
examens. 
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QUESTION 74 

Solution par M. E. N. Barisien. 

On décrit une œnique^ osculatrice à une conique donnée, en un 
point P, et passant par les foyers F et F'. Démontrer que les tan- 
gentes en F et F' se coupent au centre du cercle osculateur en P. 

(Koehler.) 

La conique osculatrice dont il s'agit ne peut avoir que 
trois points confoodus ea son point de contact avec la conique 
donnée : par suite, la seconde sécante d'intersection de ces 
deux coniques passe par le point de contact. Il en résulte que 
si b^x* + a*y* — a*6* = o 

est l'équation de la conique donnée; et que^ si 9 est l'angle 
excentrique du point de contact P, l'équation de la conique 
osculatrice en P est 

(1) b^x* H- a*y' — a*6* -H [bx cos cp -*- ay sin 9 — ab] 
[k{x — a cos <p) + {Ji. (j/ — 6 sin <p)] = o. 

Exprimons que celte conique passe par les foyers F et F'. 

L'équation (i) doit être vérifiée par y = o, x = c^ et par 
y = o, a; = — c; ce qui donne les deux relations 

>(a cos 3) — c) -h fx6 sin © = ♦ 

a — c cos (p 

X(a cos cp 4- c) 4- u6 sin © = . 

^ a -h c cos (p 

On en déduit 

,-,, ^ 6' cos 9 oô* ( I + cos* cp) 

a* ^ c* cos* 9 sin 9 (a* — c* eus* 9) 

Cherchons les cordonnées (a, p) du pôle de FF' (c'est-à-dire 
de Taxe des x) par rapport à la conique (1). 
On sait que, pour l'équation générale d'une conique 
Ax* -+- 2Bxy -H Gy* + 2Dj? 4- 2Ey + F = o, 
le pôle (a, p) de l'axe des x est donné par les équations 
,^. ( Aa + Bp H- D = o, 

^^ I Dx 4- Ep -4- F = o. 

Or, poux la conique (1), on a 

a*6* sin* cp 

(4) A = 6* 4- 6*X cos 9 = ^ , 

^ ^ ^ a^ — c* cos* 9 

(o) B = - (aXsin 9 4- b^j, cos 9) ^ 



sin 9 (a* — c*cos*9) 
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a*{2b* 4- a* sin* 9) 



(6) C = a* -4- Ou. sin (p = 



a» — c* cos" cp) 



(7) D = [b C08 (fÇXa co8<p -h ixAsin ç) 4- aftX] = o, 

(8) E= — [ani(p(Xacos9+(A6Bin(p)+a6(A] = — : 



2 T/ r-j Bin(p(o'-c*cos"9) 

o*6'c* sin* ® 

(9) F = abCka cos 9 + 1x6 sin 9) — a«6* = : ^ • 

' T »" T/ a*— c»cos*9 

Les équations (3) deviennent alors 

Aa + Bp = o, Ep + F = o. 

Donc P=-Ë' """""Â*^ 

En tenant compte : ^^. de (8) et (9), 2"" de (4) et (5), on a 

c* c* 

6 = — -sin' 9» a = — ces* 9. 

Ainsi a, p sont les coordonnées du centre du cercle oscu- 
lateur en P. 



QUESTION 317 

Solution par M. E.-N. Barisien. 

On donne deux droites rectangulaires OX, OY et deux points 
P, Q. On mènCy par P, deux droites coupant OX, OY en quatre 
points A, B, C, D. Comment faut-il mener ces droites pour 
que les cinq points A, B, G, D, Q appartiennent à une même 
hyperbole équilatèi'e? 

Trouver le lieu du centre de cette hyperbole, (Neuberg.) 

Soient a, p les coordonnées du point P ; ol% p' celles du 
point Q. Désignons par m le coefficient angulaire de la droite 
PAB, et par m' celui de la droite PCD. 

L'équation générale d'une conique passant par A,B^G,D est 

(1) [y — p — w (aj — a)] [y — p — m' (a: — a)] + Xa?y = o. 
La condition pour que cette conique soit une hyperbole 

équilatëre est 

(2) mm' = - I. 

Par conséquent, les droites PAB et PCD doivent être 
rectangulaires. 

La condition imposée à Thyperbole de passer par Q semble 
surabondante, puisque quatre points déterminent une hyper- 
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bole équilatère. Mais les points A, B, C, D, formant un groupe 
orthocentrique^ il y a une infinité d'hyperboles équilatères 
passant par ces quatre points. L'équation (1) devient, en tenant 
compte de (2) , 

(y — P)* — (a? — a)* — (m -h w') (x - a) (y - p) -H Xajy = o. 
En posant m 4- m' = jx , Téquation générale de l'hyper- 
bole équilatère passant par Â, B, G, D est 

(3) (y - P)* - (a? - a)« - fA(aî - «) (y - p) 4- >an/ = o. 
Les équations du centre sont 

(4) 2{y — p) — [t-ix — a) H- >a5 = o, 

(5) - 2{x - a) - jx(y - p) + Xt/ = o. 
La courbe (3) passant par Q, on a 

(6) (B - p')' - (* - *')• - p^ (oc - a') (P - p') +>^a'p' = o. 
L'élimination de X et p. entre (4) (5 et (6) conduit immédia- 
tement à l'équation du lieu des ceotres : 

2(y — p) a? — a x 

- 2(a: - a) y - P y =0. 

(P - P0« - (a - a')» (a-aO(p-p') a'p' 

Cette équation, développée, devient 
2(«*+y«)(a'p+ap'-.ap) 

-aî[4aa'p'-2a(a-a')(p-pO-p(p-p?+P(a-«')*] 
~i^[4Par-2p(a-.a')(p-P')+oc(p-pO»-a(a-a')«] 

+ 2a'p'(a»-l-P") = O. 

C'est une circonférence passant par le point P. 

a' ô' 
Si - + 7 = '' 

a p 

c'est-à-dire si le point Q se trouve sur la droite qui unit les 
projections du point P sur les axes de coordonnées, le lieu 
devient la ligne droite représentée par 

a;[2aa'p'- p(p - p')»+p(a- a')«] 

-hy[2pa'p'+a(p-p')«— a(a-a')»l-2a'pV+P*)=o. 
Remarque. — Les segments OA, OB, OC, OD ont pour expres- 
sions : 

OA = ^9 OB = p - ma. 

m ^ 

OC = -^ ^, OD = p - m'a. 

m ^ 
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On a donc, puisque mm' = i , la relation 

OA.OG = - OB.OD. 

On sait en effet que si deux droites rectangulaires, issues 

de 0, coupent une hyperbole équilatëre en quatre points A, ; 

B, D, on a 

- OA.OG = OB.OD. 

Ce théorème est très connu (y. la première questioi posée 

au concours de TÉcole Polytechnique Tan dernier ; Journal 

1892, p. 186). 



QUESTION 49 (*) 

SolotloA par M. E. N. Barisien. 



On donne un cercle A et un diamètre OC de ce cercle; d'unpoint 
A, pris sur la circonférence, on abaisse sur OC la perpendi- 
culaire AB, et l'on considère le triangle AOB; f® On demande le 
lieu des centres des cercles tangents aux droites OA, AB, OB; 
2^ Le lieu se compose de deux qv^irtiques unicursales; considérant 
Vune d'entre elleSy on demande de distinguer sur cette courbe, for- 
mée de deux boucles égales, les points qui appartiennent au cercle 
inscrit et aux cercles ex-inscrits du triangle AOB; 5® Déterminer 
le cercle qui, ayant pour centre le point 0, est bitangent à la courbe; 
4® Trouver faire totale de la courbe, (de Longchamps.) 

l^Désignons par (o le centre du cercle inscritau triangle AOB, 
parcDt le centre du cercle exinscrit dans l'angle AOB, parcoji le 
centre du cercle ex-inscrit dans Tangle ABO et o), le centre du 
cercle ex-inscrit dans Tangle OAB. Soient P, P^, P,, P, les pro- 
jections de (i>, (i>i, (D,, u>3 sur la droite OC, cl Q, Q^, Q„ Q, les 
projections des mêmes centres sur la droite AB. 

Posons OC = 2a. 

Nous traiterons la question par les coordonnées polaires, 
le point étant le pôle, et le diamètre OC Taxe polaire, 

(*) Signalée comme non résolue, sous le n* 656 du Recueil de Problèmes 
ic M. Laisant. 
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Lieu du centre o). — Les coordonnées de a> sont 

0(1) = r, ImP = Ô. 

Or, 

(1) 0>P = (OQ, 

(oP = r sin 6, 
(dQ=OB— r C08 6=0A ces 2Ô — r cos 6= 2a cos* 26 — r cos 6. 
En portant les valeurs de coP et coQ dans (1), on obtient immé- 
diatement, pour réquation polaire du lieu, 

r(8in 6 4- cos 6) = 2a (cos« 6 — sin* 6)», 
ou 

(2) r = 2a(cos 6 — sin Ô)»(cos Ô 4- sin 6). 

Si Ton prend pour axe des x le diamètre OC, et pour axe 
des y la perpendiculaire à OC menée par 0, on obtient pour 
réquation, en coordonnées cartésiennes : 

(3) {x* -4- y*Y = 2a{x - y)^{x + y). 
Lieu du centre a>|. — En écrivant que 

et opérant comme précédemment, on trouve, pour l'équation 
polaire du lieu de ta^ 

(4) r = 2a(cos ô -4- sin Ô)«(cos ô — sin 6) ; 
et pour l'équation en coordonnées cartésiennes : 

(5) (a?« -h y*)« = 2a{x 4- y)\x - y). 

2« En opérant comme ci-dessus, on trouve que le lieu de u>, 
coïncide avec celui de a», et le lieu de u)^ avec celui de (o,. 

— La courbe (3) est donc à la fois le lieu des points w et w, : 
c'est une quarlique formée par deux feuilles égales, tangentes 
aux bissectrices de Tangle des axes» 

La courbe (4), qui est à la fois le lieu des points (i>| et o),, est la 
symétrique de la courbe (3), par rapport à OC» (Cette dernière 
courbe est tracée sur la figure, en pointillé.) 

Mais lorsque le point A, au lieu d'être, comme dans la figure, 
au-dessus de OC, se trouve au-dessous» ce qui revient à chan- 
ger y en — y, on voit que, dans ce cas> les points w et <o, se 
trouvent sur la courbe (S), tandis que w^ et <a, se trouvent sur 
la courbe (3)» 

Par conséquent, dans la courbe (3), 



JOURNAL DK MATUÉMATIQUKS SPÉCIALES 95 

l'arc situé au-dessus de OX correspond au lieu de «o; 
au-dessous de OX — a>i ; 

— à gauche de OY — w, ; 

— à droite de OY — w,. 
Les portions d'arcs symétriques de la courbe (5) corres- 
pondent aux lieux des mêmes centres. 

Étude de la œurbe (3). — Ces quartiques étant égales, il 

suffit d'étudier Tune d'elles; (3), par exemple. 

Cette courbe est unicursale. En efi'et, en posant y = tx, on a 

2a(i — /)*(r + 2at{i — tiUi -h t) 

X = — — — — — ^^— 9 1/ = —————— ■^—— • 

(i -h /y ^ (I +/*)« 

Si nous prenons de nouveaux axes, bissecteurs des anciens, 
sans changer l'origine, la courbe a pour nouvelle équation 

(6) (x* 4- y^Y = iaojyVâ, 

ou en coordonnées polaires 

r = ^œ/i cos sin* ô. 

3® Pour déterminer le rayon du cercle bitangent à la courbe 
et ayant son centre en 0, il faut trouver le maximum de r. 

En annulant r\ , on trouve cos' 6 = - » 

3 

et, pour la valeur du rayon maximum, 

^'" 3v/3 ' 
4® Il reste à trouver Taire U de la courbe. On a 

dU = -r«dô = i6a»(i - sin* 6) sin*6d0. 

2 ^ 

Donc, u = i6a»| jr%iu*6dô - jf* sin* Ôrfel • 

Or r sin* 6dô = ^ , / sin* Ode = ^ • 

Par suite, U = — • 

2 

L'aire totale de la courbe est donc égale à ica*, c'esl-à-dire 
à Taire du cercle A. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



365. — On décrit des cercles sur les ordonnées d'une ellipse, 
comme diamètres. Trouver Taire de Tenveloppe de la corde 
commune à deux cercles consécutifs. 

(W, Greenstreet B. A,) 

366. — L'aire comprise entre la courbe 

ic*(a*y' ■+- b*x*) = a*î/* 
et ses deux asymptotes réelles est équivalente à celle de 
Tellipse de demi-axes a et b. (E,-N. Barisien.) 

367. — On considère la courbe correspondant à l'équation 

et Tellipse représentée par Téquation 

(E) o»t/» + b^x* = a«A». 

i^ L'aire de la courbe (F), comprise entre son périmètre et 
son asymptote réelle est équivalente à celle de Tellipse (E). 

2® L'aire de (F), telle que nous venons de la définir, est divisée 
en quatre parties équivalentes par les tangentes aux sommets 
du grand axe, et par le petit axe. 

On propose de démontrer les deux résultats précédents sans 
effectuer d'intégration. (E.-N. Barisien.) 



ERRATA 

Page5i. Ligne 9. Au lieu de : désignant le rayon plire: le rayon étant 

désigné par p. 

— 56. — H. En remontant, au lieu de: (ai), lire: [à*). 

1. — — centre, lire: cercle. 

— 59. — 12. Au lieu de: formule (c) lire: forme (c). 

— 13. En remontant, ai/ jieu de: S tt-i lire: S r^-r- 

ft»c* b*c* 

— 3. En remontant, au lieu de: les trois points, lire: les 

deux points. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGCHAMPS. 
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SDR Lk DÉTERMINATION DES FACTEURS ÉTRANGERS 

INTRODUITS DANS l'ÉLIMINATION 
Par M. H. I^aureiit. 



Lorsque l'on veut éliminer x eiy entre trois équations 

(1) ?(^, y) = o, x(^, y) = o, ^(x, y) = G, 

on élimine quelquefois x entre 

(2) 9{Xy y) = o, '/(x, y) = o, 
ce qui donne 

(3) F(y) = o ; 
puis X entre 

(4) ^{x, y) =- o, x(ic, y) = o, 
ce qui donne 

(5) Giy) = o. 

On élimine ensuite y entre (3) et (S), ce qui donne 

(6) = 0. 

On dit alors que = o est la résultante de (1) ; on ajoute, 
avec raison, qu'elle contient des facteurs étrangers; mais on 
ne dit pas quel est le facteur dont il faudrait débarrasser 
pour obtenir la véritable résultante. Le but de cette Note est 
. de faire connaître ce facteur. 

1, — Les résultantes (3) et (5) peuvent être mises sous la 
forme 

( F(y) = À(^, y)?(^, y) + i^(^, y)/i(x, y) •■= o, 

^ I G(y) = r{x, y)^{x, y) + v(ar, y)^{x, y) = o, 
X, a', [X, V désignant des polynômes entiers. Cherchons la 
résultante de ces équations. On peut l'obtenir comme il suit : 
on forme les équations 

F(y)G(fe.) - ¥(b,)G(y) _ , ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

(8) I 

Fiy)G(b„) -¥(b,.)Gly) _ 

y — Om 

OÙ 61, b^ . .. bm sont des arbitraires, et où m désigne le degré 
de F et G qui sera, par hypothèse, le produit des degrés de y 
et ^. Enfin on fait 
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= 2j 



alors = 0, ou = ^ ± Cj^ Cj2 . • • Cmm 

est la résultante de F(^) = o et G(y) = o. 
Pour évaluer 0, posons, pour abréger 

F(y)G(6,) -■ F(6.)G(y) . 

a? n'entre que virtuellement dans , parce que les fonctions 
F et G contiennent aussi virtuellement a?, en vertu de (7). Si 
alors dans (8), on remplace x et y par les éléments Xp, y^ d'une 
solution de j^ = o, «j/ = o, on a des équations de la forme 

qui montre que si l'on désigne par A le déterminant qui a 
pour élément général ^i{Xp, yp) et par P celui qui a pour 
élément général {yp — 6^) — ^ on a 

(9, ^-«^li- 

Mais, en vertu des formules (7), si l'on observe que yjxp, yp) 
et '\f(Xp, yp) sont nuls, on a 

ft /^ „ X _ H^p,yp)^{^pyyp)^{bi) - y{a:p,ypMxp,yp)F{bi) 

^i\Xpy yp) — - 7 > 

yp f^i 

en sorte que si l'on désigne par D le déterminant qui a pour 

élément général \{Xp, yp)(jr{bi) — y{Xp, yp)F{bi), 

on a A = D?U(^{Xpy yp) ; 

et la formule (9) devient 

Le facteur étranger contenu dans 6 est donc 

nnvp) 

Remarque. — La présence des arbitraires b permet de donner 
bien des formes diverses à ce facteur. 

Prenons, par exemple, f(p) = F(y) — G(y) : on aura F(6,) 
= G(b^), D se réduira à nF(6,)n[X(a;p, yp) - X'ixp, yp)] ; et l'on 

aura M = Il[X(a!p, yp) - r{Xp, yp)] *! ' • 

"' (yp) (A suivre.) 
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ETUDE SUR LES CUBIQUES CIRCULAIRES 
(définitions, tangentes et normales, quadratures) 

Par M. ^an Cjane, ancien élève de TÉcole Polytechnique. 



PREMIÈRE DÉFINITION 



M. de LoDgchatnps a défini les cubiques circulaires, de la 
façon suivante : 

Etant donnés un cercle ^ F et une droite A, on prend un 
point fixe sur ce cercle, par lequel on fait passer une 




Fig.i 

sécante variable coupant le cercle en P et la droite en Q, 
et Ton porte, sur cette sécante, un segment OM (ou OM') égal 
à PQ et dans le même sens (ou en sens contraire) (fig. 1), 
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Tangente. — La méthode des transversales réciproques permet 
de construire la tangente en M. 

Il suffit, comme on sait, de mener en P la tangente au cercle 
et de prendre le symétrique S par rapport au point Q de son 
point d'intersection R avec la droite A. La tangente en M passe 
par ce point S. 

(Pour avoir la tangente en M', il suffit encore de prendre 
le symétrique S' de ce même point R, par rapport au point P, 
la tangente en M' passe par ce point S'.) 

Sous-normale, — Soient p le rayon vecteur OM, p^ le rayon 1* 
et ps le rayon vecteur OQ. 

Par définition : 

P = P<î "~ Pt, 
d'où en différentiant par rapport à Fangle a> : 

dp _ dp| ^ çgpy 
dtù disi diû 

Ainsi la sous-normale (;t^) , de la cubique, est égale à la 

difTérence des sous normales de la droite A et du cercle r. 

DEUXIÈME DÉFINITION 

Soient un cercle F et une droite A. Prenons encore un 
point fixe sur le cercle, et menons, par ce point, la 
sécante variable PQ. Le lieu du point M, qui divise PQ 
dans un rapport constant, est une des cubiques définies pré* 
cédemment. 

En effet, posons 

MP V 

p = OM, p, = OP, p, = OQ; ^= -^- 

On a, pour équation du lieu de M : 

9 =?8 - ';rrz • (ps - Pt)» 
^ -t- y 

ou p = . p. H . pv = . Ps "■ l • Pt ) • 

^ P + q ^^ p -^ q p -{- q ^ \ p + q / 

Or, le premier terme de cette différence est le rayon vecteur 
d'une droite homothétique à A, par rapport au point 0^ et 
le second terme est le rayon vecteur d'un cercle inversement 
homothétique à F, par rapport au même point 0. 
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Ainsi la courbe lieu de M satisfait à la première définitioD. 
Sous-normale, — Sa longueur est donnée par l'équation : 

S' 




rf(o do) p H- q\d(a 

ce qui montre que, si M', P' et Q' sont les extrémités des 
sous-normales des lieux de M, de P et de Q, le point M' 
divij?e le segment P'Q' dans le rapport: 

MT' _ jp _ MP 
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TROISIÈME DÉFINITION 

Reprenons la première définition : 

OM = PQ. (jig. S) 

Par le point 0, menons OR égal et parallèle à PI. Nous 
formons un triangle OMR égal à PQI, et où MR est paral- 
lèle à IQ, c'est-à-dire à A. Dô plus, Tangle MOR = IPQ est 
constant. 

Le b'eu de R est évidemment la circonférence F^ symé- 
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Fig. 3 



trique de F par rapport au milieu de 01. 

D'où la définition suivante de la cubique circulaire, lieu 
de M: 

Etant donnés un cercle F^ et un point de ce cercle; on 
fait tourner, en ce point, un angle constant MOR, dont un 
des côtés coupe le cercle en R; et, par ce point R, on mène 
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une droite RM, parallèle à une direction constante. Soit M 
le point oîi elle rencontre le second côté OM de l'angle 
constant : le lieu de M est une cubique circulaire. 

Remarque. — Au point J correspond évidemment un 
second cercle Fy et 
un nouvel angle con- 
stant "MOS^ QPT. 

Ce cercle Tj est, 
comme P,, égal au 
cercle F. 

La longueur RS, 
égale à IJ, est aussi 
la distance des cen- 
tres des cercles F, 
et Tj. 

Normale. — Cher- 
chons à construire la 
normale, d'après 
cette nouvelle défini- 
tion (fig. 4). 
Soient ROM et R'OM' 
deux positions infini- 
ment voisines de la 
figure génératrice. 

L'angle RW' étant 

égal à fioîr, les élé 
ments angulaires 

SOR" et fiOM' sont 
aussi égaux; soit doy 
leur valeur com- 
mune. 

Menons RR" et 
MM'', perpendiculai- 
res communes à RM 
et à R'M'. Ces deux 
longueurs RR'' etMM*" sont égales à de, déplacement 
élémentaire de la droite RM de direction constante. 
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Par suite on a : 



MM'' 
fîÔM' " 

Interprétons la quantité 



' gOR' 
MM'' 

MÔM'' 



A- -^% 




Fig. 5 



de 
d(ù 

; ce n'est autre chose que 

la projection BH sur la 
droite RM de la normale 
RL, au point R. 

En effet, l'angle "ROl 
étant droit, RL, perpendi- 
culaire à RR', est le dia- 
mètre du cercle circonscrit 
au triangle ROR' . Or, 
d'après une propriété con- 
nue, on a : 

__ RR' RR" 

RLi = _„— -,^ = 

sin KOR' cos 6 . dio 

de 
ou RL cos ^ =. -- , 

dtù 

Mais RL cos est égal 

à RH . Ainsi : 

RH= J. 



On verrait de môme, en menant la normale MN en N et 

la sous-normale ON en 0, et en projetant MN en MK sur 

de 
la droite RM , que MK = -j- • 

ao) 

Donc MK = RH ; ce qui veut dire que les projections, 
sur RM, des normales en R et en M sont égales. 

Cela permet de construire la normale à la cubique lieu 
de M. 

Construction de la normale. — On prend RH , projection de 
la normale RL au cercle F,, et l'on porte cette longueur en MK 
sur la droite RM; on élève, en K, la perpendiculaire KN et 
en la sous-normale ON ; le point d'intersection N de ces 
deux droites est l'extrémité de la normale MN (fig. 5). 

Remarque. — Dans la démonstration de la propriété de la 
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normale, on n'a pas supposé que le lieu de R était un cercle 
passant par . Ce lieu peut être une courbe quelconque 
(fig. 6). 
De même le point peut ne pas être fixe : ses côtés OR 




Fig. 6 

et OM peuvent envelopper deux courbes quelconques, qu'ils 
touchent en U et en V, par exemple. 

Si l'angle est constant, et si la direction de la droite RM 
est aussi, constante on construira de la même manière la nor- 
male MN en M^ connaissant la normale RL en R. Il suffira 

de prendre MK égal à RH . 

(A suivre.) 
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SUR LE DÉPLA.OEMENT D'UNE FIGURE PLANE Ç) 

Par M. F. Balitrand, ancien élève de TÊcole Polytechnique. 



APPLICATIONS 

La théorie du déplacement d'une figure plane de forme 
invariable, peut servir dans Tétude des courbes, si, dans cette 
étude, on rencontre un élément qui conserve la même gran- 
deur pour tous les points de la courbe, en appliquant alors 
les différents théorèmes quo nous avons donnés, on arrive à 
des démonstrations géométriques assez simples, surtout en 
ce qui concerne la courbure. Ainsi la portion de tangente à 
une hypocycloïde à trois rebroussements, comprise à l'intérieur 
de la courbe, a une longueur constante. De cette proposition, 
due, comme on le sait, à M. Cremona (^*), nous allons tirer, 
par la voie qui précède, quelques propriétés de l'hypocycloïde 
à trois rebroussements, et notamment une démonstration très 
simple du théorème de M. de Longchamps (***) : « Le rayon 
de courburey en un point de Vhypocycloïde à trois rebrousse- 
mentSf est égal à huit fois la distance du centre de la courbe 
à la tangente en ce point ». De même, dans Thypocycloïde à 
quatre rebroussements, la portion de tangente comprise entre 
les axes, a une longueur constante, pour tous les points de la 
courbe. L*on peut; au moyen de cette remarque, construire 
très simplement le rayon de courbure en un point de Thypo- 
cycloïde. 

Avant de passer à ces applications, il nous faut faire deux 
remarques : 

loDans le déplacement d'une figure plane, les centres de cour- 
bure des courbes enveloppes de toutes les droites du plan, pour 
une position quelconque de la figure, sont sur le cercle G (****), 

f) V. Journal, 1892, p. 121-159. 

(**) Voir Tarticle de M. de Longchamps sur i'hypocycloïde (Journal de 
MathImaUques spéciales^ 1884). Dans ce oui suit, il nous arrivera de sup- 
poser connues beaucoup de propriétés de Thypocyclolde ; pour toutes ces 
propriétés, se reporter à Tartlcle cité. 

(***: O de LoDffchamps lococitato), 

(****) Voir UBJïuheim {Cours de Géométrie de TÉcole polytechnique, p.216).~ 
Le cercle G est désigné sous le nom de cercle I. 
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^ On sait que le déplacement de la figure mobile peut être 
obtenu en faisant rouler sur une courbe fixe (lieu du centre 
instantané, dans le plan fixe) appelée base, une courbe mobile 
(lieu du centre instantané, dans le plan mobile) appelée rou- 
lette. Soient p et p' les rayons de courbure de la base et de 
la roulette, qui 9ont tangentes au centre instantanéde rotation ; 
le diamètre du cercle des inflexions {*)^ est égal à 

p ± p' 
Il faut prendre le signe +, dans le cas oii la base et la 

roulette ont leurs concavités opposées; le signe — ; dans le cas 

contraire. 

Cela posé, soit H3 une hypocycloïde à trois rebroussements; 
le centre; A, B, G les points de rebroussement; A', B', G' 
les sommets ; a le rayon du cercle tri tangent 0. 

La tangente en un point M, à Thypocycloïde, coupe la courbe 

aux points (x^ et fx^, et Ton a 

[x^Uj = 4a. 

Les tangentes en fx^ et [x, sont rectangulaires et se coupent 
en fx, sur le cercle tritangent 0. 

La perpendiculaire abaissée de fx sur la droite {x^p.,, la 
coupe en un point [Xg situé sur le cercle 0. 

Pour un déplacement infiniment petit de la droite (Xi(a„ le 
centre instantané de rotation est en I, point de rencontre 
des normales à Thypocycloïde à trois rebroussements, aux 
points fx^ et \l^. Le lieu du centre instantané dans le plan 
fixe est le cercle de rayon 01 = 3a; c'est-à-dire le cercle 
ABG; le lieu du centre instantané dans le plan mobile est le 
cercle de diamètre jx^jx^ = 4a. D'où ce théorème : 

Le déplacement de la droite (Xi|Xj peut être obtenu par te mou- 
vement d'un cercle de rayon 2a roulant à Vintérieur d*un cercle 
de rayon 3a. 

Le cercle des inflexions a pour diamètre 6a (Remarque II). 
Il présente cette particularité curieuse d'être fixe et de coïn- 
cider avec le cercle qui passe par les points de rebroussement 
de rhypocycloïde. Sa connaissance entraîne celle du cercle G, 

(*) Voir Mannheim (p. 215). ^ La formule est mise sous la forme 

I I I 

ai Bm Rp 
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qui est symétrique du cercle des inflexions, par rapport à la 
tangente en I à ce cercle. 

Puisque le point I est le centre instantané de rotation, la 
droite IM est la normale en M à l'hypocycloïde à trois 
rebroussements ; et, si nous appelons M' le point oli elle 
coupe le cercle G, le rayon de courbure en M est égal 
à MM\ Mais les cercles et C sont homothétiques, et le 

rapport d'homothétie est égal à - ; donc : 

IM' = 3(x(X|, 
MM' = 4fiLfx,, 
c'est-à-dire que : 

Le rayon de courbure à Vhypocycloïde, au point M, est égal à 
huit fois la distance du centre à la tangente en ce point. 

C'est le théorème de M. de Longchamps. 

Pour appliquer le théorème de Rivais au déplacement de la 
droite fX|{ji,, il faut observer que le milieu de (x^fjt, se 
trouve sur le cercle 0. On arrive alors au théorème suivant : 

Les centres de courbure fxi , j^i ^^ l'hypocycloïde, aux points 
|x, e^ fXj , le centre 0, le point de rencontre avec le cercle G de 
la parallèle menée par I à [Ai|x,, sont sur une conique osculatrice 
en 1 au cercle G. 

Ge théorème permet évidemment de construire le cercle de 
courbure en f*, , par exemple ; on l'obtient en prenant Tinter- 
section d'une droite avec une conique déterminée par cinq 
points. 

La construction du centre de courbure de la trajectoire 
d'un point quelconque, dans le déplacement d'une figure plane, 
indiquée dans la Note II, peut encore servir à déterminer le 
centre de courbure de l'hypocycloïde, en [x^. La construction 
est indiquée sur la figure. 

Soient v^ et v, les points de rencontre des normales à 

l'hypocycloïde, en (jL| et (a„ avec le cercle ABG. La formule 

_ r' 

^ ""MN 
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et comme les triangles I[Ai(a,, Iv^v, sont semblables, on a 

d'où ^J=:^p. 

Donc : 

Les centres de courbure de Vhypocyclcïdey en (x^ et (x„ sont sur 
une parallèle à la tangente {x^(jl,. 

La démonstration directe de celte propriété est bien facile. 
En effet, puisque l'angle txJfXj^ est droit, les angles de 
contingence, en [Af et (x„ sont égaux; et, par suite, 

Pi = ^. 

Soit m^m, une position infiniment voisine de fx^^x,. Soient 
mi, m2 les projections de m^,m^ sur fA|(A,. En négligeant 
les infiniment petits du second ordre, on a 

donc {jL^mî = p.jW2, 

c'est-à-dire 

dffj cos (fXiWi, (XjfjL, = d(T, sin (fXam,, fxifx,); 
ou, en désignant par o) Tangle sous lequel la tangente fx^fx, 
coupe rhypocycloïde a trois rebrou ssements, au point fx^. 

Pi = Pa Ig ^' 

Nous ayons vu que les deux triangles Iix^fx,, Iv^v, sont 
semblables. Il est évident que 

IfXj = 2fXiVi. 

D'oïl ce théorème : 

Si Von mène la normale à l'hypocycloïde, au point [x^ , la 
portion de cette normale comprise à l'intérieur du cercle qui passe 
par les points de rebroussement est divisée, au point (x^, dans 

le rapport de - • 

Ce théorème fournit encore un moyen de construire le 
point oh la droite fx^v^ touche son enveloppe; c'est-à-dire le 
centre de courbure de l'hypocycloïde relatif au point fx^ (*). 

Le théorème de M. de Longchamps montre aisément que la 
distance qui sépare les centres de courbure (xj, fX2 est con- 
stante et égale à 1 2a. Nous trouvons encore ici une droite de 

(*) Voir Mannheim, p. 174. 
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longueur invariable. Pour un déplacement infiniment petit 
de cette droite, le centre instantané de rotation est en J, 
point de rencontre des perpendiculaires élevées en [aJ et (xs 
aux droites ;&,[&{, (a, (jl]. Dans le plan fixe, le lieu du point J 
est le cercle ayant pour centre le point 0, pour rayon ga . 
Dans le plan mobile, le lieu du point J est le cercle décrit 
sur {Mt4 = 12a comme diamètre. La droite {^{^2 est donc 
entraînée dans le déplacement de ce cercle de rayon 6a, qui 
roule à Tintérieur d'un cercle de rayon 9a; par suite elle 
enveloppe une hypocycloïde à trois rebroussements. 

On peut démontrer autrement cette proposition. En effet, 
soit N le point de rencontre de [x^fx, et du cercle C (N est 
le milieu de (x^fx,); soit I^ le point où IJ rencontre le cercle 
ABC; (Il est le milieu de (x^fxa, et aussi de IJ); soit enfin 
M^ le point 011 IM rencontre (x^fx^. Puisque la droite [x^fx, 
enveloppe une hypocycloïde, on a 

A>, == 2A'N. 

Far suite, on a aussi 

AMj = 2AIi; 
et la droite fxiix2 a également pour enveloppe une hypo- 
cycloïde à trois rebroussements. Les points A, B, G sont les 
sommets de cette hypocycloïde. Donc ; 

La développée d'une hypocycloïde à trois rebroussements, de 
paramètre a, est une hypocycloïde à trois rebroussements de 
paramètre 3a, ayant pour sommets les points de rebroussement 
de la première (*). 

Jusqu'ici, nous ne nous sommes occupés que du déplace- 
ment de la droite fx^ix,; mais Ton peut aussi étudier les 
déplacement du point M oh la droite fx^ix, touche son 
enveloppe. Le point M peut-être considéré comme un point 
de la circonférence tangente, en I, au cercle ABU, et dont le 
diamëcre est IN = 2a. On sait que le lieu des points, tels 
que N, est Thypocycloïde à trois rebroussements engendrée 

(*) Voie Jovmal de Mathématiques spéciales 1889, p. 274. C'est là une 
propriété générale, qui s^étend même à Tenveloppe des droites qui 
coupent une hypocycloïde ou une épicycloïde sous un angle constant. 
(Voir Kœlher, Exercices de géométrie anatytiqtie et dé géométrie eupériewef 
p. 31&.) 
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par ce point, lorsque la circonférence de diamètre IN roule 
sur la circonférence ABC (*). 

Hypocycloïde à quatre rebroussements (**). — Soit AB une 
droite de longueur constante dont les extrémités décrivent deux 
droites rectangulaires Ox et Oy. L'enveloppe de AB est une 
hypocycloïde à quatre rebroussements. Pour un déplacement 
infiniment petit de la droite AB, le centre instantané de rota- 
tion est en I, point de rencontre des perpendiculaires éle- 
vées en A et B à Oâ? et Oy; et le point de contact M de la droite 
AB, avec son enveloppe, s'obtient en projetant le point I sur AB. 

Dans le plan fixe, le lieu du centre instantané est le cercle de 
rayon 01; dans le plan mobile, c'estle cercle de diamètre 01; 




le cercle des inflexions est précisément ce cercle de diamètre 
01. Le cercle G s'obtient en prenant le symétrique du cercle 

(* ) Voir Maonheim {Cours de Géométrie de l'École polytediniqne, p. 167). 

(**) Sur rhypocyclolde à quatre rebroussemeDta , on peut consulter 

la Note de M. Rat [Journal de Mathématiques spéciales 1887, p. 148, 172). 
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des inflexions, par rapport à la tangente en I. Soit M' le 
point d'intersection du cercle C et de la droite IM; M' est 
le centre de courbure de l'hypocycloïde au point M. La figure 
montre immédiatement que MM' = 31M; ce qui permet de 
construire le centre de courbure en un point de Thypocy- 
eloïde (*). 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Aug, Bontin. 

(Suite j voir p, 83.) 



257. — Soient un triangle ABC, M un points A'B'C son tri- 
angle podaire. Par A',B',C'on mène respectivement des parallèles 
à MA, MB, MG. Lieu de M, de manière que ces parallèles soient 
concourantes. 

Soient o^i, 2/1, z^ les coordonnées normales de M, P le point de con- 
cours des trois parallèles considérées. L'éqaation de PC est : 

x^axi + c«i)[2/î cos A + y,Zi + aj^^j cos G — aji^i cos B] = 
= yi^i + c«i)L^ cos B + XiZi + yiZi cos G — Xifji cos AJ. 
La condition pour que les trois droites analogues soient concourantes 
est, en supprimant les indices, 

{y* cos A + 2/2 + xz cos C — xy cosB) X 
(a* cos B-î- xz-\- xy cos A. — yz cos G) X 
(05* cos C 4- xy 4- y^ cos B —xz cos A) = 
{x^ cos B -\- xs -\- ys cos C —xy cos A) X 
(y* cos C 4- ^ + ^* cos k — y:s cos B) x 
(3* cos A + 2/2 -j- 031/ cos B — xz cos G) , 
équation du lieu de M. On peut récrire ainsi : 

xyzj^xiy^ — 3*)[2 cos 2 A cos Bcos C + cos A + cos' A| 
+ ^ cos A (cos* G — cos* B)yz{x''— i/*2*) 

-|- ^ cos A sin B sin Ca;*(î/ — 5*) =: o. 

Celte courbe du sixième degré est sa propre transformée par inversion 
trilinéaire; elle est circonscrite au triangle de référence; elle passe par 
l'orlhocentre, le centre du cercle circonscrit, les centres des cercles ins- 
crits et ex-inscrits.. . . 

k - - 

(*) Voir Nouvelles Annales, 1886, p. 278. Ge résultat est attribué à 
M. Lamarle. 



=0. 
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Les points A, B, G, H se correspondent à eux-mêmes. Si M coïncide 
avec 0, alors P est le centre du cercle d'Euler. Si M est I, P est le point ^. 

X __ y _ is 

cos B + cos C cos A + cos G ~~ cos A + cos B* 

258. — On considère un triangle, un point fixe P (x^, y^, z^), 
un point M (x', y', z'); par M, on mène des parallèles à PA, PB, 
PC, qui rencontrent les côtés du triangle respectivement en A', B', 
G'. Déterminer le lieu de M, de manière que les points A', B', G', 
soient en ligne droite. 

On trouve aisément, pour les coordonnées de A' : a; = o, 

1 _ 2 

La condition pour que ces points soient en ligne droite est (en sup- 
primant les accents) : 

o y^iax + &2/) + cyz, s, [ax +' cz) + bzy^ 

Xi{ax + by) + cxzi o zjfiy -\- cz) + azx^ 

x^[ctx + cz) + bxy^ y^{hy + cz) + ayx^ o 

c'est IMquation du lieu de M. 

Si Ton développe et si l'on fait abstraction des facteurs ax -\- by -\- czy 
<^i + &2/i + ^^1» rCquation s'abaisse au second degré et devient : 

ou, en coordonnées barycentriques : 

W y _* (ftj _|_ yj — o (conique circonscrite) 

•^^ a 

On peut observer que, si Ton permute a, ^, y, a^, pi, Yi, Téquation ne 
change pas, de sorte que : 

Si («1, Pi, Yi)j i^y P> y) *<>^* ^^ coordonnées barycentriques de deux points 
P e^ M ; le lieu des points M tels que les parallèles menées par P à MA, MB, 
MG rencontrent les côtés du triangle de référence en trois points en ligne droite 
est la conique représenté par l'équation (1). 

Application : 

SiyparVorthocentre H, on mène des parallèles à MA, MB, MG; ces paraUèles 
rencontrant les côtés en A', B', G', ces derniers points seront toujours en ligne 
droite^ quand M décrira la circonférence circonscrite, 

La question proposée est en quelque sorte une généralisation des droites 
de Simson; les droites de Simson, habituellement considérées, étant rela- 
tives au cas où P est Porthocentre. 

Si P est le centre de gravité, (1) représente l'ellipse de Steiner. 

Si P est le point de Steiner, on a 

a(6« — c«) = p(c« — a») = Y(a* — h\ 
l'équation représente alors l'hyperbole de Kiepert; etc.. 
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CORRESPONDANCE 



Extrait (Tune lettre de M. H, Brocard : 

« Les deux quartiques définies dans voire question 49 (réso- 
lue/. S., p. 92), sont en réalité deux positions particulières de 
la courbe que vous avez étudiée depuis plusieurs années dans 
C3 Journal sous le nom de folium double (7. S., 1886, p. 25i). 

C'est donc, en définitive, un paragraphe qui aurait eu sa place 
toute marquée dans les articles surle^ri/b/ium, parus en 1891, 
et dans la bibliographie de cette courbe (J. S., 1891, p. 180). 

Il y en a peut-être d'autres dans la collection du Journal 
ou dans celle des différentes publications mathématiques. Il 
serait donc intéressant d'en avoir un relevé détaillé. 

Les construclions données du folium double {J. S., 1891, 
pp. 109-HO) font dériver cette courbe de cercles de rayons R 
ou 2R . La construction de la question 49 la fait dériver 
d'une circonférence de rayon Ry/^ , mais rencontrant la 
courbe sous un angle de 4S^. A la figure 14 du Mémoire pré- 
cité (1891, p. 109) il faudrait donc ajouter deux circonférences 
ayant leurs centres sur les bissectrices de l'angle des axes 
de coordonnées » 



M. Michel, lieutenant du Génie à Montpellier, nous a 
adressé la lettre suivante, en nous priant de l'insérer. Nous 
accédons bien volontiers au désir que nous témoigne notre 
jeune collaborateur: et nous rappelons à ce propos que tout 
renseignement destiné à éclairer les droits de priorité est, ici, 
accueilli avec empressement. 

Voici la lettre en question : 

ft Les résultats développés dans la Note « Sur les Cycliques 
planes "o que j'ai publiée récemment dans votre Journal sont, 
pour la plupart, contenus dans un Mémoire publié par 
M. G. Humbert (Sur les Surfaces cyclides, Journal de V École 
polytechnique, 55® cahier). Je ne saurais trop engager les 
lecteurs de ma Note à se reporter au savant travail de 
M. G. Humbert. Ils y trouveront, établies par la voie géomé- 
trique, les propriétés que j'ai démontrées dans cette Note 
par une analyse élémentaire, mise à la portée des élèves de 
Mathématiques spéciales. » 
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EXERCICE ECRIT 



67. — Soit F Tun des foyers d'une conique T. Par un 
point M on mène à F les tangentes MA., MB; trouver le 
lieu décrit par M quand 

I I 2K 



FA'*"FB FG' 
Examiner le cas où la constante donnée E est égale à 
Tunité. Déduire du résultat obtenu, dans ce cas particulier, 
un théorème concernant Thyperbole. 

Note sur l'exeroioe 66. 

Soit M (a, p) un point du lieu. Menons par M les normales à la 
parabole P ; soit MA Tune d'entre elles. Représentons par x^ y les 
coordonnées du point A et par x', y' celles du point to, centre de 
courbure correspondant à A. En projetant sur Ox^ en A% M% a>' les 
points A, M, 0), on a 

MA _ M^A^ _ g — a; 

Ao) A'w' ~~ x' — X 
Mais on sait (G. A., p. 484) que 

x' = p -h 3^; 
par conséquent 

MA a — x 

(1 — — =M= • 

' Ad) p -h 2X 

D'ailleurs les abscisses des pieds des normales issues de M sont les 
racines de l'équation 

(2) {p + x-aYx = ^^. 



o 



D'après (1) et (2), on a donc 

' u»[4P» 4- (2a - pY] -4- tt»[2p(p _ a) — - (p — a)« -f 6p«] 

+ w[p» — iia(p — a)4- 3^2] 4. il — pa = 0. 

Cette équation permet de trouver le lieu da point M, quand on donne 

MA 

entre - — , et les quantités analogues, une relation. Dans l'exercice 
A(i) 

proposé, le produit des trois rapports étant égal à Tunité, on a 
(3) p« - 2pa = SkU» + ^a - ?y|. 

Le lieu est une conique confocalc à la parabole donnée, la directrice 



correspondante à ce foyer étant la directrice de cette parabole. 

pour que la conique (3) se décompose, on trouve en appliquant la règle 
connue, 8K = i . Dans ce cas, l'équation (3) représente la directrice 
môme de la parabole donnée. On arrive immédiatement à ce résultat, 
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sans calculer le discriminant relatif à (3), en observant que cette équation 
peut se mettre sous la forme 

(a+f)'^.8K-.)[p^+(o.-f)]. 



QUESTION 87 

^Solution par M. H. Brocard. 



Trouver le ternie général de la série 

6. 21 0.7 140. 2425 5 6. . •. 
qui renferme^ dans leur ordre de grandeur croissante^ tous les, 
nombres qui sont, à la fois, triangulaires et carrés, 

(S. Realis.) 

Un nombre triangulaire ayant, par définition, la forme 

m(m 4- i) 

) 

2 

on voit que la question proposée revient à résoudre, en 

nombres entiers, Téquation indéterminée 

m{m 4- I ) , ^ 

— ^^ i = n(n -h i). 

2 

On en tire 



- I ± v/8n* -h 8n -f- I 

(A.) m = • 

2 

La quantité sous le radical doit être un carré a;*. 

Mais 8n* 4- 8n + 2 = 2(2^ -h r)*; 

donc 8n* -f- 8n + i = 2(271 H- i)'' — i ; 

et en posant 271 + i = j/, 

on est conduit, en définitive, à résoudre en nombres entiers 

réquation 

a;' — 2^- = — I , 

rencontrée, avec Téquation 

X* - 2^* — I, 
dans un grand nombre de problèmes analogues (Voir, par 
exemple, N. A. M., quest. 953, A. Laisant, solution parMoret- 
Blanc, 1872, 173; quest. 1338, Lionnet, 1881, 373; N. G. M., 
quest. 233, Ph. Breton, solutions 1877, 194 et 1879, 285, 
E. Catalan; quest. 89, E. Lucas; J. E., 1884, 13-19, G. de Long- 
champs; N. G. M., 1878, \66'\61 ; Mathem, quesi. 282, de 
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Kocquigny, I880, Irti; J. S • quest. *> >, E. Lemoine ; solution 
par M. CalaUn, 1»).^. i3, etc.U 

Par dcii rs^ai» dirt^cts, on trouve «ssex facilement, en dehors 
(lu aY»t(^m« immédiat 

J- " U y z= O. 

Wn valeur* 

.r - -, .<r = 5, 

-r - 41. jT -^ 2^, 

Los ^»it^miôn*3i Nolutu^a^ de ioquation 

suffînenl pour avair t«.^ute$ lc$ aulnes^ ea se servant des rela- 
tion« d<? réourn»r*^ 

». . - 2Jt — .'jt, 
donnée** par Mon^l^lÀ.i^us'^ /a.\ W;. o; «ussi par M. Lemoine 
{ifm9L »Î60. J^ SA, ou do« re.auon$ plu? simples 

indiquéï'ït aum par M-rel-R^anc eî par Lionnet ^N. A. M. 

D'ailloui^B, ainsi qne l'a r^ppoj<^ M. C^atalan (J, S, 1893, 23), 
toutes ce« valeur* numériques «ont données parle déTeloppe- 
menl dew formulei^ 



.r 



1 î ^- \ 2 



i - \ 2 



.2k -1 



\ -X. y 2 ■^ ^ — ' l — 4 ' 2 ^'^^ "^ 



y ---- ~ - 



2\ 2 



On nnr« <ionc, pour solutions «uo-cessives, les valeurs 



- 


y 


i 







> 


1' 


20 


2S0 


160 


î 3o3 


oSs 


>^TÎO 


>:^^' 


47'32i 




2r^>^o- 


îo5o25 
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y — I X — i 
et comme on a n = > m — > 

2 2 

la question est complètement résolue, et le terme général est 
donné par Tidentité 

(x - i)(a;-f- i) _ (y - QQ/ -h i ) 

8 - 4 

qui reproduit Téquation 

X^ — 21/* = — I. 

On aura donc 

3* — ( _ 20* — I 169* — I 

-— 6 j = 2 1 o ♦ = 7 1 40 . . . . 

4 4 ^ 4 

Ce sont les nombres indiqués par S. Realis. 

On voit qu'ils satisfont à la double condition énoncée, car 

on a les relations 

. 3.4 



2 



-= 2.3, 



20.21 

210 = = 14. i5> 

2 

119. 120 

7140 = — ^ = 85.86- 

2 



• • • 



A titre de curiosité, nous donnons, pour finir, les résultats 

suivants : 

X = 367 296 043 199, 

y = 259 717 522 849, 

?/* 

— — I = D — 16 863 297 918 705 209 269 200, 

4 

m = i83 648 021 599, 

n = 129 858 761 424. 

Les formules de récurrence données ci-dessus facilitent 

singulièrement la détermination de ces nombres, et Ton obtient 

ainsi les di verses valeurs de t/ et de D. Pour en déduire n ou m, 

il suffit d'extraire la racine carrée des nombres D ou 2D. En 

effet : 

D = n* + w, D — n* = n, 

2D = m* + m, 2D — m* ~ m. 
Par conséquent, l'opération de l'extraction de la racine 
carrée de D et de 2D donnera pour racine n ou m, et laissera 
en même temps pour reste ce même nombre n ou m, ce qui 
servira de vérification* 
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On voit donc combien ce procédé est plus expéditif que 
celui du calcul de la formule (A.) ou que la résolution des 
équations n^ -\- n — D = o, 

m* + m — 2D = o, 
et surtout que Temploi des formules générales de résolution 
de réquation x' — 21/' = — 1 , 

qui nécessiteraient d'énormes multiplications. 

Remarque. — La question 87 est susceplible d'une inteprétation gcomé-- 
trique assez curieuse. Elle revient en cfièt à la suivante : 

Trouver les triangles rectangles dont les trois côtés soient exprimables 
en NOMBRES ENTIERS, ces triangles différant aussi peu que possible des triangles 
isoscèles. 

En effet, 1 équalion =in(n -{- i) 

Je 

peut s'écrire sous la forme suivante : 

m^ + i^m-^- i)« = (2n +1)*. 
Ainsi w, w + i, in-\- 1 doivent représenter les côlés d'un triangle 
rectangle, et la différence des côtés de Tangle droit étant égale à i, est 
aussi faible que possible, puisqu'elle ne peut pas être zéro et qu'elle doit 
être un nombre entier. G. L. 



QUESTIONS PROPOSEES 



368. — Un arc de parabole touche les côlés d'un angle 
droit yOx aux points A, B. Construire le cercle inscrit au 
triangle formé par les côj;és OA, OB et Taxe AB. . 

{G. L,) 

369. — Si Ton considère une strophoïde dont le nœud est le 
point 0, deux transversales parallèles et symétriques par 
rapport au point coupent cette courbe respectivement en des 
points A, B, C; A', B', C tels que OA.OB.OG = OA'.OB'.OG'. 

f^.-iV. Barisien.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIHBBIB CBMTRALB DBS CHBMINS DB FBR 
IMPRllIEBIB CVÀlJ, BUB BBROBBB, 20» PARIS. — 0264-4-93' 



JOUKNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 131 



SUR Lfi DÉTERMINATION DES FACTEURS ÉTRANGERS 

INTRODUITS DANS l'ÉLÏMINATION 
Par M. H. I^aurent. 

{Suite et fin, voir page 97.) 



2. — Pour éliminer x entre les équations 

(1) flo^"* 4- a^x"^^ -+- ... -4'am = o, 

(2) bofxT + ôiX"»-* ■+■ ... 4- 6« = o, 

011 les a et les b sont indépendants de x, on emploie quel- 
quefois la méthode suivante, assez rapide : 

On multiplie (1) par 60 et (2) par a^ et Ton retranche, on 
élimine ainsi af" et on a une équation 

(3) CoOî"^* 4- c^af^^ -h ... 4- Cn^ = 0, 

de degré m — i ; on multiplie ensuite (1) par 6« et (2) par 
ùfn'j on retranche puis on divise para?; on a ainsi une seconde 
équation de degré m — i : 

(4) do^"*~* 4- d^af*"^ + . . . 4- e/m-i = o. 

En opérant sur le système (3), (4) comme sur (1), (2) on 
abaisse encore d'une unité le degré de ces équations, et ainsi 
de suite. L'équation de degré o, sur laquelle on tombe en 
éliminant x entre les équations du premier degré est-elle la 
résultante du système (l), (2)? 

Évidemment non, car la résultante des équations (3), (4) 
n'est pas celle des équations (1), (2); mais on peut diriger les 
calculs de manière à obtenir la vraie résultante, comme il suit. 
A cet effet, observons que si X, {x, X', 1/ ne contiennent pas x, 

la résultante de Xcp 4- {jl^ = o, 

X'cp 4- fx'^j; = o, 
sera la résultante de cp = o, •} = o, multipliée par (Xjx' — (aX')"*, 
m désignant le degré de <p et <{/ supposées de même degré. 
Cela est évident si l'on met les résultantes de ^ = o, i^ = o, 
sous la forme S ± k^^ k^^. . . km m = o, en posant 

<p(«i)?(«j) — 9i^jW^i) 
fCij = » 

ai - aj 
chaque élément de la nouvelle résultante se trouvant multiplié 
par X(x' — [aX'. 

Si donc on désigne, pour abréger, par 9 = 0, ^^ = o, les 
équations (1) et (2) on voit que la résultante de 

JOURNAL DE MATH. SPéC. — 1893, 6 
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sera R(6o«m - ao^m)** = o, 

R = o désignant la résultante cherchée de 9=0, 4^ = 0. 

Ainsi la résultante de (3), (4), c'est-à-dire celle des équations 

Oo? — aoy = o, et i = G 

R(6o«m — «oW'" T./, L xm 1 

Il sera donc facile, après chaque opération, de calculer le 
facteur étranger introduit et par suite d'obtenir la véritable 
résultante. Cette méthode peut s'étendre à un nombre quel- 
conque d'équations. 



ETUDE SUR LES CUBIQUES CIRCULAIRES 
(définitions, tangentes et normales, quadratures) 

Par M. lian Cjane, ancien élôve de TÊcole Polytechnique. 

(Suite, Yoir page 99.) 



QUATRIÈME DÉFINmON 

Reprenons le cercle F et la droite A, avec le point fixe 
sur le cercle. Sur la sécante variable OPQ, prenons OM = QP, 
pour définir la cubique circulaire (fig. 7). 

Maintenant, par ce point M, menons la droite MT faisant 
avec MQ l'angle TMO égal à l'angle TQM. — Je dis que cette 
droite TM enveloppe un cercle dont le centre est le point D, 
pris sur le diamètre OC, à une distance OD égale au rayon OC. 

Pour le démontrer, considérons le point M' symétrique 
de M par rapport au point ; et, par ce point, menons M'T' 
parallèle à MT. Nous formons ainsi un triangle T'M'Q isoscële 
comme le triangle TMQ , et le point G se trouve sur la per- 
pendiculaire élevée au milieu de la base M'Q . 

En effet, G est sur la perpendiculaire élevée au milieu de la 
corde OP, et ce milieu est aussi le milieu de M'Q, puisque 
M'O =-. PQ . 

Donc le point G est équidistant des côtés égaux T'M' TQ du 
triangle ; donc les deux perpendiculaires GY et GO sont égales. 

Abaissons maintenant DU perpendiculaire à MT. Les deux 
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quadrilatères OMUD et OM'VG , symétriques par rapport 
au point , sont égaux. 
Donc DU = GV ; par suite, DU = CG. 




Ainsi, la longueur DU est constante et la droite MT enve- 
loppe un cercle. 

Définition. — De là résulte une nouvelle définition des 
cubiques circulaires. 

En effet, à cause de l'égalité des angles en M et en Q , UM 




Fig, 7 bis. 



tourne deux fois plus vite que la sécante OM , et Ton peut 
dire (fig. 7 bis) que : 



1-24 
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Etant donnés un cercle et un point fixe de son plan, on consi- 
dère une tangente UM tournant autour du cercle et un rayon OM 
tournant autour du point 0. Sila vitesse angulaire de la tangente 
est double de celle du rayon, le lieu de leur point d'intersection 
M est une cubique circulaire. 

Normale, — Cherchons à construire la normale aux courbes 




définies au moyen du système de coordonnées dites tongentielles 
biangulaires (fig, 8). 
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Chaque point M est rintersection de deux droites (ou tan- 
gentes) qui enveloppent chacune une certaine courbe PP' en 
QQ'. On donne, de plus, une relation : 

entre les coordonnées angulaires a et ^ de ces deux droites, 
coordonnées qui sont simplement les angles variables qu'elles 
forment avec des directions fixes. 

Soient dx et d^ les variations élémentaires de ces angles a 
et ^, correspondant au point infiniment voisin M'. La normale 
au point M dépend seulement de leur rapport. 

Pour la trouver, considérons les points U et 0, intersec- 
tions des tangentes infiniment voisines, et soit 0' le point où 
le cercle circonscrit au triangle UM'M coupe encore MO. 

Ce cercle, et la courbe lieu de M, ont à la limite, la même 
normale MN en M, puisqu'ils ont même tangente. Pour con- 
struire le point N, on élève donc UN perpendiculaire à UM 
et O'N perpendiculaire à O'M. 

Reste à trouver la position limite de 0'. 

MO' M'O' 

Or • -— • 

^ • MO M'O ' 

et, dans le triangle M'OO', d'après le rapport des sinus des 

, ^ , M'O' siu doL doL 

angles aux côtes : -=-=77- = -: — -r- = 3- • 
^ M'O sin e/p dp 

MO' doL 
Donc rrrr- =z -— , co Qui définit lepointO'. 

MO rfp ^ ^ 

Remarque (fîg, 9), — Au point 0, élevons la perpendiculaire 
ON' à OM, et soit N' son ^. 

intersection avec la nor- ^^ 

maie MN. y^/ 

A cause des triangles y^ / 

semblables : y^ / ' 

MN _ MO' _ rfa y^ / 

MN' ■" MO "dp* y\ / 

Donc les sous-normales y^ V 

ON', UN divisent la nor- / 

maie MNN' en segments / 

inversement proportion- ^' 

nels aux variations angulaires correspondantes da et dp. 
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AppliccUion à la cubique circulaire. — D'après la quatrième 

définition de 
*-^^, cette courbe : 

doL __ I 

dp "~ ^* 

Donc au point 

0', milieu de 

MO (Jig. 401 

élevons la per- 

pendiculaire 

O'N à OM. Elle 

'^ ^ / rencontre en N 

^"--r — ^'^ la perpendicu- 

Fig, 40, laireDUàUM, 

et MN est la normale en M. 

Si Ton mène ON' perpendiculaire à OM, on a : 

2MN = MN' , 
MN I 

MN' "" 2 ' 




CINQUIÈME DÉFINITION 

Un plan mobile glisse sur un plan fixe, de telle manière 
qu'un de ses points, E, décrit une droite EE du plan fixe et 
qu'une de ses droiles DK tourne autour d'un point D, du 
plan fixe (fig. 44), . 

Si la distance EH du point E à la droite DE est égale a 
la distance DG du point G à la droite EE, tout point M 
du plan mobile décrit uue cubique circulaire. 

Démonstration, — Puisque EH = DG, les droites DG et EH 
se coupent en un point L de la bissectrice KL de Tangle 
CEE. 

Soit M un point quelconque du plan mobile; tirons EM, 
et soit B le point où cette droite coupe DE. Le point B est 
évidemment fixe dans le plan mobile, et les longueurs EM 
et EB sont constantes. 

Soit DA symétrique de EB par rapport à la bissectrice 
EL, et soit encore, sur DA, le point sj^mélrique de M 



JOURNAL DE MATHÉBfATIQUES SPÉCIALES 127 

par rapport à cette même bissectrice. — Les points Â et 
sont des points fixes, et 

DO = EM. 
Traçons OM : cette droite, perpendiculaire à KL, comme 
l'est DE, est parallèle à DE. 

Soit Q son point de rencontre avec EQ, parallèle à DO et 




Fig. 44. 



de direction constante par conséquent ODEQ est un parai 
lélogramme, et EQ = DO. 

Donc, le lieu du point Q est une droite À parallèle à EK 

Prenons maintenant, sur DO, le point G tel que : 

OC = OD = ME = EQ. 

Par ce point menons, CP parallèle à ME. 

Soit P son point de rencontre avec OM. — Je dis que le 
lieu de P est le cercle F de centre G et de rayon CO. 

En effet les triangles GOP et MEQ sont égaux. Or MEO 
est isoscèle; donc GOP Test aussi, et GP = GO. 
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De plus : OP = MQ, 

donc OM = PQ, 

et le lieu de M est défiai au moyen du cercle P el de la 
droite A selon la première définition. 

Normale, — Le centre instantané de rotation du pian mobile, 
par rapport au plan fixe, est le point X situé sur la bissectrice 
EL, à Tintersection de la perpendiculaire EX à ËK et de 
la perpendiculaire DX à DK. 

D après la théorie des roulettes, la normale en M est 
donc la droite MX. 

Remarque, — Le lieu du point X, dans le plan mobile, est 

la parabole dont le foyer 
est E, et dont la directrice 
est DE. 

Le lieu du point X, dans 
le plan fixe, est la parabole 
dont le foyer est D et dont 
la directrice est EE. 

Ces deux paraboles sont 

égales, puisque leurs para-- 

mètres DG et EH sont 

égaux. De plus elles sont, 

„. ,^ dans le mouvement con- 

tinu, constamment symé- 
triques par rapport à leur tangente commune XK, au point 
de contact. 
De là, résulte une nouvelle définition. 




SIXIÈME DÉFINITION 

Les cubiques circulaires sont les courbes engendrées par 
les divers points du plan d'une parabole qui roule sur une 
parabole égale et symétrique par rapport à la tangente, au 
point de contact des deux courbes (fig. 42). 

Centre de courbure. — Le centre de courbure des cubiques 
circulaires se construit, conformément à la théorie des rou- 
lettes, au moyen des centres de courbure des deux paraboles, 
lesquels sont connus. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 



129 




SEPTIÈME DÉFINITION 

Reprenons la cinquième définition. 

La droite KX enveloppe donc la parabole dont le foyer est 

D^^ D et dont la di- 

rectriceestËE. 
Le point 
est fixe et sy- 
métrique du 
point mobile M 
qui décrit la 
cubique circu- 

— — ^4___ l^îre. 

£ Le milieu Z 

^^- '^- de OM décrit, 

d'ailleurs, la podaire de la parabole lieu de X par rapport 

au point 0. Le point M décrit une courbe bomotbétique et 

de grandeur double. 

Ainsi, c'est une propriété bien connue d'ailleurs, les cubiques 
circulaires sont les podaires de paraboles par rapport aux 
divers points du plan de celles-ci. 

Remarque. — On pourrait appeler « podoïdes » d'une courbe, 
les courbes obtenues en prenant les 
symétriques d'un même point par 
rapport aux tangentes de cette courbe 
etqui sont homolhétiques aux podaires 
de cette môme courbe. 

Ces podoïdes s'engendrent encore 
en faisant rouler sur cette courbe une 
autre courbe égale et symétrique par 
rapport à la tangente au point de contact. Cette définition 
permet de construire leur centre de courbure, connaissant 
celui de la courbe dont elles dérivent. Par homothétie, on en 
déduit «elui des podaires. {*) 

[*) Le mémoire de M. Jean Gyane renferme une seconde partie que 
nous publierons prochainement. 
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SUR UN THEOREME DE JAMES GREGORY 

Par M. A« itubry. 



1. — Soient deux courbes AM, am, une droite OP et un point 
fixe o: si les deux courbes sont telles que, prenant deux arcs 

égaux AM, am, et abais- 
sant la perpendiculaire 
MP à OP, MP soit égale 
à om, la première courbe 
estl'inyolutdidela seconde 
qui est /'evolula de la 
première; la droite OP 
est la droite d'involu- 





fig- ^. 




tion, et le point o le centre d'évolution. 

Ces deux courbes, ainsi associées, jouissent de^ la propriété 
suivantCy i^ la surface AMPO est double de celle du secteur 

aom, 2^ les tangentes en M et en m 
font des angles égaux avec les droites 
MP, luo. 

Considérons les éléments égaux MM' 
mm\ abaissons M'Q,m'gf perpendicu- 
laires à MP et mo puis rabattons om 
^^9- ^' en 0|x. A cause de Tangle infiniment 

petit m'oik, ojjL ne diffère de oq que d'un infiniment petit du 
second ordre ; on peut donc poser mq = MQ, et comme on 
a déjà M'M = m^m^ il s'ensuit: 4*>que M'Q =m'q, d'oîi, en 
négligeaut les infiniment petits du second ordre (triMM'Qet 

tri mm'q) 

surf MT = 2 surf omw', 

à cause des longueurs égales PM', om'; 

2® Que les angles M'MQ, m'mq sont égaux, donc les tangentes 
aux points correspondants des deux courbes font des angles 
égaux avec l'ordonnée et le rayon vecteur. 

On voit que l'égalité des surfaces ou de l'inclinaison des 
tangentes caractérise, aussi bien que l'égalité des arcs, la 
relation d'tnvoluta à evoluta. 
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2. — On peut encore définir â nalytiquem ent cette relatio n. En 
effet, aux points M et m, on a \/dx^ 4- dy^ et v^p'cfa)* -h rfp* pour 
les expressions des éléments des deux courbes, lesquels élé- 
ments sont égaux. Remplaçons y par la quantité égale p; 
élevant au carré, on trouve en réduisant 

dx = pdiûM 
On a donc les relations 

(1) ^ y = p, X = fpd(si. 

Ce théorème a été donné, par Gregory, dans l'ouvrage intitulé 
Geometriœ pars universalis (Padoue, 1668) et démontré à la 
manière des Anciens. (Voir la note I.) 

3. — La cycloïdale (*) et lapodaire d*une même courbe ont entre 
elles la relation d'involuta à evo- 

luta. 

La courbe AT élant considérée 
comme roulant sur PT en entraî- 
nant le point M, la normale à la p^ V 
cycloïdale, lieu du point M, est Fig, 3. 
la droite MT, joignant M au point de contact (théorème de 
Descartes). 

Supposant la courbe PT fixe, ainsi que le point M, et la 
droite PT roulant sur elle, les perpendiculaires abaissées de 
M sur cette droite dans ses diverses positions sont évidem- 
ment égales aux ordonnées MF de la cycloïdale. De plus» 
la normale à la podaire, lieu du point P, étant la médiane 
PC du triangle MPT (théorème de Barrow), les angles CPM, 
PMT seront égaux. Ainsi pour des rayons de lapodaire égaux 
aux ordonnées de la cycloïdale, les inclinaisons des tangentes 
sur ces droites sont égales. c. q. f. d. 

On a ainsi une nouvelle démonstration du théorème de 
Steiner : 

Les arcs correspondants de la cycloïdale et de la podaire d'une 
même courbe sont égaux, et la surface correspondant à la pre- 
mière est double de celle qui con'espond à la seconde. (Journal de 
Crelle, 1840). 

4. — /^ Si une courbe quelconque B roule sur son involuta 

(*) Ou la roulette. 
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A, suivant qu'elle roule à t intérieur ou à V extérieur ^ le centre d! évo- 
lution a pour trajectoire la base dHnvolu^ionouune anticau>stique{*) 
de /'involuta A; le rayon étant perpendiculaire à la base. 

^ Si A roule sur son evoluta B, suivant que le mouvement a 
lieu à rintérieur ou à V extérieur, la base d'involution enveloppe le 
centre dévolution ou lépicycloïdale i**) de fevoluta, c'est-à-dire 
son anticaustique, les rayons étant parallèles. 

1® Dans le premier cas, le rayon vecteur MP reste constam- 
ment perpendiculaire à Oau; et comme il est partout égal à 

l'ordonnée, on voit que son extrémité 
décrit la droite Ox. 

Dans le second cas, menons la tan- 
gente MT, la normale MN et tirons 
Po: le point o est toujours symétrique 
du pied P de l'ordonnée du point M; 
donc les angles ToM, TPM sont égaux, 
de même que les angles PMN, NMR : 
la droite OMR est donc tangente à la 
caustique désignée. 
2^ Démonstration analogue à la précédente. 
Le premier ^de ces quatre théorèmes est dû à M. Habich 
(Mathesis, 1882). 

On peut voir également des propositions du même genre 
dans le XX® cahier du Journal de V École polytechnique (1863, 
Maunheim). Voir aussi Journal de Liouville, 18S9, id., et dans 
les N. A. (1836, p. 102) une Note de M. Catalan. 

B. — Soit à trouver Vinvoluta de la circonférence représentée 
par p = cosd). On a 

(2) y = p> 35 = /coso) c^ = — sinw; 

d'oh, pour l'équation cherchée, 

ic* -h y» = I ; 

(*) Caustique secondaire par réflexion, ou bien podaire homothétique 
double. 

[**) Trajectoire d'un point du plan d'une courbe roulant sur une autre 
égale et symétrique. 

A propos de cet article, le lecteur pourra consulter le livre de M. W. 
Besaat : Exercices pour la licence. Des extraits de cet ouvrage ont été 
publiés dans les N. A. 1871, pp. 284, 324, 432, 474, 553. 
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c'est donc un cercle de rayon double, ce que la géométrie 
élémentaire suffirait à démontrer. 

On en conclut que quand une circonférence roule à Vintérieur 
d'une circonférence de rayon double, la cycloïdale d'un point 
quelconque de la circonférence mobile est un diamètre de la cir- 
conférence fixe. (Théorème de Cardan.) 

L*anticaustique d'une circonférence^ les rayons étant parallèles, 
n'est autre chose que Cépicydoïde décrite par un point quelconque 
d'une circonférence de rayon moitié moindre, roulant à l'extérieur 
de la première. Par suite, la caustique, ou développée de V anti- 
caustique est une épicycloîde semblable. (Tschirnhausen.) 

Soit une circonférence fixe A: une circonférence de rayon 
double B roule sur k de manière à l'envelopper constamment. 
Un diamètre quelconque passe par un point fixe. Si au contraire 
B roule extérieurement sur A, un diamètre quelconque enveloppe 
une cardiMde. 

6. — Soit à trouver Yinvoluta de la rosace (voir note II) 
p = siniiKo. On a 

(3) !/ = p, a? = / sin wco dw = cos mo), 

dont l'équation est t/* 4- mx* = i . 

Ainsi Vinvoluta d'une rosace est une ellipse. 

De là, le moyen de mener la tangente à cette courbe, de la 
quarrer et de la rectifier. 

Si la rosace roule extérieurement sur l'ellipse, le centre décrira 
une circonférence et si elle roule intérieurement, il décrira l'axe 
focal. 

7. — Soit à trouver Vinvoluta du limaçon représenté par 
= a cos CD H- 6. On a 

(4) y = a coso) H- 6, x = f{a cos<o h- b)diù = asino) -h ôcd ; 
Vinvoluta à'nn limaçon est une trochoïde, ce qui découle 
immédiatement de la propriété du limaçon d*èlre la podaire 
de la circonférence. 

On sait (théorème de Pascal) que la trochoïde est rectifiable 
par un arc d'ellipse et que, à chaque trochoïde à boucle corres- 
pond une trochoïde à inflexions, laquelle a ses arcs égaux à 
ceux de la première. De même, le limaçon se rectifie par un 
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arc éT ellipse; et à chaque limaçon à baucU correxpond un limaçon 
à infkxiom^ dent les arc» sont égaux aux snens. 

Eq particulier, le$ arc9 correspondants de la cycloîde et de la 
cardioïde sont équivalents. 

Le n^ 4 loontre que si un limaçrm roule à tintérieur de la 
trochoîde correspondante, son sommet (point conjugué ou point 
double) parcourt la base de la trochf>îde. Ce théorème a été 
donné par Gilbert, dans les Mémoires de T Académie de BelgiquCy 
18S7, pour le cas de la cardioïde. 

Le n® 4 peut donner d'autres théorèmes analogues. 

8. — La podaire du foyer d'une parabole est une droite, 
donc Tevoluta de la cyclo'idale du foyer dun^ parabole (chaînette) 
est une droite. Celte courbe est donc absolument quarrable 
et rectifiable. 

La podaire du sommet d'une parabole est une cissoïde, 
donc /'evoluta de la cycloïdale du sommet d'une parabole est une 
cissoïde. Cette courbe est donc quarrable et rectifiable, au 
moyen des arcs de cercle. 

Il en est de même de V élastique^ qui est la cyclo7dale du 
foyer d'une conique, puisque la podaire du foyer de cette 
conique est une circonférence. 

La podaire du centre de la lemoiscate étant la courbe repré- 

sentée par p8 == sin — w, 

3 

cette courbe a ses arcs égaux à ceux de la cycloïdale de la 

lemniscate. Il en est de même pour p = (®^^ s) ^' P^^^ ^® 

cycloïdale du sommet de la cardioïde; pour ceux de la lemnis- 
cate et pour ceux de la cycloïdale du foyer de l'hyperbole 
équilatëre; et en général des arcs de la courbe 

(8) pn+i = sin 0) 

et de ceux de la cycloïdale de la courbe f = sin nto. 
L'emploi des théorèmes du n^ 4 peut mener, également, à 

plusieurs re iiarques intéressantes. 

(A suivre,) 
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NOTE SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS 

DE LA PARABOLE ET DE SA DÉVELOPPÉE 
OBTENUES EN CONSIDÉRANT CES COURBES COMME UNICURSALES 

Par M. E.-N. Barislen, ancien élève de TÉcole Polytechnique. 



1. — Soit m le coefficient angulaire d'une normale, en 
M(a;i, y^) à la parabole. On sait que Téquation de cette nor- 
male est 

(1) y = m{x -p) -^y 

la parabole élanl rapportée à son axe et à la tangente au 
sommtt. 

Pour obtenir Tenveloppe de cette normale, on exprime ordi- 
nairemeut que Téquation (1) a une racine double en m, ce 
qui donne, pour l'équation de la développée de la parabole, 

27py^ = 8(a; — p)'. 

Mais il est préférable, dans le but d'obtenir facilement un 

certain nombre de propriétés intéressantes sur la parabole et 

sa développée, d'exprimer x et y en fonction du paramètre m. 

On a, d'abord, 

/ pm* 

M < 2 

Pour avoir les coordonnées (X, Y) du point G de la développée, 
point qui est le centre de courbure correspondant au point M, 
nous différentierons Téquatiou (1 ) par rapport à m, ce qui 
donne 

X = p+ -^ — , 

2 

Y =pmK 

Cherchons maintenant les coordonnées § et t) du second 
point d'intersection G' de la normale, en M, avec la déve- 
loppée. 

En considérant la développée comme unicursale, les for- 
mules 
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(2) 
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05 = p 4- f 

2 



y = pt\ 

permettent de trouver Tintersection de la courbe avec une 
normale quelconque dont le coefficient angulaire est m. En 
transportant les valeurs (2) dans (1), on obtient l'équation 

2^' — 3t*m 4- m* = 0, 
qui n'est autre que 

{t — m)*(2^* -t- m) = G. 
La racine double ^ = m correspond, comme on devait s'y 
attendre, au centre de courbure C. 




Quant à la valeur t = , elle correspond au point G', et 

montre que la tangente en G^ à la développée, est une nor- 
maie à la parabole, de coefficient angulaire . Par con- 
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séquent, pour avoir les coordonnées de G^ il suffira de 
changer, dans celles de G, m en . On écrira donc 

2 






•n = - 



8 



8 

Il est intéressant de donner aussi les coordonnées x' et y' 
du second point de rencontre N de la normale, en M, avec 
la parabole. On sait que Tordonnée y' de N est, en fonction 
de celle y^, de M(p : 

Il eu résulte donc, pour les coordonnées du point N : 

p{m* + 2)* 



X — 
N 



2m* 



, p(m* -+- 2) 

2^ =^;; — ' 

m 
2. — En changeant m en — - > dans les cordonnées des 

2 

trois points M, G' et N, on obtient les coordonnées des 
points analogues M', G" et N' : 



M' 



pm} 

x,^ —, 

pm 



c 



33 

pm' 
, p{m* -h 8)« 



N' 



yi --= - 



8m* 
p(m* 4- 8) 



2m 



De même, en changeant m en _ :^, dans ces formules. 

2 
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on aurait les coordonnées des points correspondants sur la 
tangente à la développée en G" et ainsi de suite. 

3. — Gomme conséquence de ces diverses formules, nous 
allons déduire quelques relations. 

On voit immédiatement que 

y± ^1 

X - p = 4(? - p), Y = - 8yi. 

Si l'on appelle P et P' les projections sur l'axe de la para- 
bole, des points M et M'; D et D' celles de G et G';R le 
point de rencontre de la normale avec Taxe ; le sommet de 
la parabole ; S celui de la développée ; on a donc 

OP - 4OF, 

MP ^ 2MT'. 
De même GD = BG'D', 

SD -: 4SD'. 
D'où l'on déduit PP' = 30P', 

DD' = 3SD'. 

3 
Mais l = p -h- x^; 

4 

donc SD' = - OP = 30P'. 

4 
PF •= 30P', 

DD' = 9OF, 
et, par suite, 3PP' = DD'. 

Gette dernière relation peut s'énoncer ainsi : 

Étant donnée une corde MM' d'une parabole, si Von considère les 
deux centres de courbure G et G' correspondant à^Letà M', 
la projection de la distance GG', sur Vaoce de la parabole, est triple 
de la projection de la corde MM' sur le même axe. 

4. — La relation GD = SG'D' 
revient à RG = 8RG', 
et peut s'énoncer de la façon suivante : 

Toute tangente à la développée, intercepte sur la courbe une 
corde qui est coupée, par Vaxe, dans le rapport (2e 1 d 8. 



Par conséquent 
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Il est facile de voir que Ton a aussi 

SR = Ç = OP, 
c'est-à-dire que : toute tangente à la développée intercepte sur 
Vaoie, à partir du sominet de la développée, un segment égal au - 

de la 'distance du sommet à la projection du point de contact ^ sur 
h même axe. (A suivre). 



CORRESPONDANCE 



A propos de la Question 87, résolue dans le dernier numéro, 

M. Boutin nous adresse la lettre suivante : 

Ainsi que vous le faites remarquer, la résolution de 

m[m H- i) 

— ^^ 1 = nin -*- i), 

2 

se ramène à celle de 

(i) «* -h (0? -h 1)* = z^. 

La résolution de (1) répond aux solutions de : 

(a» - p«)« -h (2ap)« = (a* + p«)S 
où 

«i=l> ««=2, a, = 5, a4=i3, aj = 29, a, = 70.., 

Pi=o, p. = I- p8=2» p4=5, p8=i2, p«=29..; 
séries que l'on peut poursuivre indéfiniment, car 

{^) p„ — an_i et an = 2an-i + an_2 . 

Les nombres a^ sont les coefficients des différentes puis- 
sances de y dans le développement, ordonné suivant les puis- 
sances croissactes de y, de 

I 

I - 2y - y* 
La formule de récurrence (2) permet d'obtenir Texpression 
générale de a„ en fonction de n seulement. On trouve : 

w — 2 „ (n — 3)(n — 4) ^ , 

On = a"-* H a"-3 + ^ — a~-& 

I 1.2 

( n-4)(n-5)(«-6) _^, _ (n-5)(n-6)(n-7)(n-8) ,^, 

+ 5 a" H X 

1.2.3 1.2.3.4 

la loi est manifeste, et se démontre aisément. 
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On a donc, pour la solution générale de (1), 

{al - at-i)* -h (2a„a„_,) = (4 + aLi)" 
Les nombres j, de la formule (1), sont les nombres a d'indice 
impair, on a donc, entre les nombres a, la relation : 

2 2 

*2n+l = «„■+• «r^-i . 

Les nombres x, de la même formule, sont \] a^ ; ce qui 
fournit encore les deux relations : 

2 2 V^ 

Les triangulaires, dont les moitiés sont également des 
triangulaires, sont donc de la forme 

Otn*n— l(an — a„_^). 
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Théorie des plans hyperoy cliques des surfaces du second degré, 

par Joseph Gillbt, docteur es sciences physiques et mathématiqrues, 
professeur à TEcoie Abbatiale de Maredsous (Belgique). — Chez 
l^Auteur; prix, 1 fr. 50 c. 

Les plans qui coupent une quadrique suivant des hyperboles équila- 
tères sont appelés, dans cet opuscule, plans hypercydiques, JUgnore si le 
nom est nouveau ; mais il est bien choisi et il peut être adopté ; Thyper- 
bole équilatère et la circonférence pouvant être réunies, comme l'a 
observé Transon (*), dans une môme définition en considérant Tordonnéc 
comme égale à la moyenne géométrique des segments déterminés sur 
Taxe par le pied de cette ordonnée. Dans cette manière de voir et 
comme Ta proposé Transon (loc, cit.), Tbyperbole équilatère peut être 
appelée hypercycle. On arrive ainsi h la dénomination proposée par 
M. Gillot et dont nous devions Texplication & nos lecteurs. 

Dans sa brochure, M. Gillet reproduit plusieurs calculs qui, comme le 
lieu des points d'où partent deux génératrices rectangulaires, sont clas- 
siques dans les cours de mathématiques spéciales. En partant deTéqua- 
tion de Sedley Taylor (**), relation qui se présente d'elle-même au début 
de cette étude, il examine alors différents problèmes pouvant donner lieu 
à d'intéressants exercices ; nous citerons les principaux 

Rnvdoppe des plans diamétraux hypercycHquet, ^ Cette enveloppe est 

(*)N. A, 18*6, p. 535. 

(••) Voyez: N, A,, 1861, p. 268 et notre G. A., p. 287. 
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un cône du second degré homofocalau supplémentaire du cône asymp- 
tote de la quadrique donnée. 

Enveloppe des plans hyper cycliques passant par un point donné. 

Lieu des centres des sections hyper cycliques, — Ce lieu est un cône donllc 
supplémentaire est homofocal au supplémentaire du cône asymptote. la 
coupe la quadrique donnée suivant une conique sphérique située sur 
la sphère de Monge, et celte conique sphérique est une ligne à courbure 
moyenne nulle de Thyperboloide. 

Enveloppe des sections diamétrales d&nt un des axes {*) est constant et égal 
au rayon de la sphère de Monge. Cette enveloppe est le cône des centres 
des sections hypercycliques. 

Nous citerons encore les théorèmes suivants : 

1* Les huU plans tangents ^ communs au cône des centres et au cône enve- 
loppe, suivant les quatre génératrices communes, ont pour diamètres conjugués 
les huit génératrices de contact des quatre plans tangents qui correspondent à 
VéquaUon 

->/(6* — c*)(2a« + 6« — c«) ±: | v/(o* — c*)(26« — c» + a») 
a 



±: - \/(a* — 6*)(2C« — a> —b'') = o. 
c 

"È" Les sections hypercycliques dont les carrés des axes sont proportionnels à 
A (a* H- 6* — c*) ont leurs centres distribués sur les quaire génératrices com- 
munes au cône enveloppe et au cône des centres, etc. 

L'opuscule de M. Gillet est un document intéressant sur un sujet très 
simple, sans doute, mais qui, au point de vue des exercices qui s'y ratta- 
chent, tout au moins, n'a peut-être pas été suffisamment exploré. Nous 
le recommandons à toute l'attention de nos collègues. 

Récréations mathématiques, par Edouard Lucas. 4 volumes petit 
in-8% caractères eizévirs, titre en deux couleurs. 

Tome 1". — Les Traversées. — Les Ponts. — Les Labyrinthes. — Les Reines 
— Le Solitaire. — La Numération. — Le Baguenaudier. — Le Taquin. 
2« édition, 1891. — Prix : hollande, 12 fr. ; vélin, 7 fr. 50 c. —Tome If. — 
Qui perd gagne. — Les Dominos. — Les Marelles. —Le Parquet. — Le Casse- 
Téte. — Les Jeux de demoiselles. — Le Jeu icosien d'Hamitton, 1883. — 
Prix: hollande, 12 fr.; vélin, 7 fr. 50 — Tome III. — Le Calcul sur les 
doigts. — Le Calcul et les machines à calculer. — Le Jeu du caméléon et le 
jeu des jonctions de points. — Le Jeu militaire et la prise de la Bastille. — Le 
Jeu américain et ses dérivés: amusements par les jetons. — L'Étoile nationale 
et les jeux de Rouge et Noire^ 1893. — Prix : hollande, 9 fr. 50 c. ; vélin, 
6 fr. 50 c. — Tome IV. — (Sous presse.) (Librairie Gauthier-Vil lars.) 

Eostrait de P avertissement du tome III. 

Le 3 octobre 1891, Edouard Lucas succombait, dans toute la force de 
son talent, aux atteintes d'une courte et terrible maladie. Cette mort 
prématurée, —il n^étaitâgé que de quarante-neuf ans, —laissait un grand 

(*) Il vaut mieux dire un demi-axe', mais c^est une erreur courante 
et que j'ai parfois commise moi-même. M. Catalan Ta relevée {Journal^ 
p. 28); avec raison. Lorsqu'une ellipse est représentée par a*y* H- 6*a?* = 
a^b^, les axes ont pour longueurs 2a et 26, respectivement, et non a et 6, 
comme on le dit souvent. 
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vide dans la Science, en même temps qu^elle frappait de stupeur ses 
nombreux amis. 

Préoccupée à juste titre de ne pas laisser peidre son héritage scienii- 
fique, la famille d'Edouard Lucas s'adressa à la Société Mathématique de 
France, à laquelle il appartenait depuis de longues années, et dont il 
avait été vice-président. 

Répondant aa vœu qui lui était ainsi exprimé, la Société désigna une 
commission, pour procéder au dépouillement et au classement des manu- 
scrits laissés par Lucas. Cette commission s*est mise au travail; et l'un 
des premiers résultats de ses recherches a été la découverte de deux 
nouveaux volumes de Récréations mathématiques y à peu près entièrement 
préparés. C'est l'un de ces volumes qu'elle présente aujourd'hui au public. 

Histoire de l'École polytechnique, par G. Pinbt, ancien élève de 
l'École Polytechnique. Librairie polytechnique Baudi^y et G'% éditeurs, 
Paris, 16, rue des Saints-Pères, Liège, rue Lambert-Lebêgue, 19. — 
Prix, broché : 25 francs. Il a été tiré 25 exemplaires sur papier du Japon 
au prix de 100 francs. On peut se procurer séparément la collection des 
gravures, tirées sur papier du Japon au prix de 20 francs. 

L'Histoire de l'École polytechnique est divisée en deux parties : 

Dans la première, Souvenirs et rradition^, l'auteur montre les Polytechni- 
ciens vivant côte à côte, obéissant aux mômes règlements, soumis aux 
mômes travaux, aux mômes épreuves, initiés parles camarades de l'année 
précédente aux usages, aux souvenirs, aux traditions de l'École et se trans- 
mettant de promotion en promotion les sentiments de devoir, de discipline, 
déloyauté, de justice, inspirés, dès l'origine, par les plus illustres maîtres. 

M. G. PiNET, que sa position d'inspecteur des études à l'École avait 
mis à môme de compulser les archives, de fouiller les bibliothèques, de 
recueillir les souvenirs d'anciens élèves de presque toutes les promo- 
tions, raconte la part glorieuse que ces jeunes gens ont prise aux grandes 
manifestations nationales et aux mouvements politiques, le concours 
efficace, dévoué, qu'ils ont apporté à toutes les entreprises où l'honneur 
du pays a été engagé, le patriotisme ardent dont ils ont donné tant de 
preuves. On voit comment l'École, née dans un grand mouvement démo- 
cratique, resta fidèle à son origine, et, conservant comme un héritage 
l'amour de la patrie et de la liberté, a mérité sa réputation, conquis la 
popularité. 

Dans la seconde partie, Organisation, l'auteur montrecomment l'Institu- 
tion a été fondée par la Convention nationale, et comment son organisation 
a été modifiée depuis par tous les gouvernements qui se sont succédé. 

L'ouvrage est illustré de 16 grandes gravures hors texte, d'après des 
compositions dans lesquelles H. Duprat, le peintre de sujets militaires, a 
représenté avec le talent qu'on lui connaît, les scènes principales de 
l'histoire de l'École et que le burin deTniRUT a habilement reproduites. 

Imprimé avec le plus grand soin sur beau papier, par Georges Chamerot, 
cet ouvrage forme un magnifique volume grand in-8* déplus de 500 pages. 

(*) Dans un prochain numéro je consacrerai quelques pages à l'analyse 
de cet important ouvrage. Je le signale simplement aujourd'hui à l'atten- 
tion de ceux qui sont chargés de choisir les prix des jeunes candidats à 
l'École polytechnique. En leur donnant l'ouvrage de M. Pinet, ils sont sûrs 
d'ajouter, a la joie morale du lauréat, le plaisir de posséder un ouvrage 
dont il ne séparera jamais et qu'il relira plus d'une fois, toujours avec 
plaisir. G. L. 
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CONCOURS GENERAL DE 1893 



On donne une conique S et un triangle conjugué ABC. 

1* Démontrer que, par un point quelconque P, de S, passent quatre 
coniques circonscrites h ABC et touchant S, chacune, en un point, 
autre que P. 

2<* Les points où ces quatre coniques touchent S sont situés sur une 
conique S, circonscrite à ABC. 

3* Quand P décrit S, S enveloppe une courbe T du quatrième ordre. 

4' D*un point M de la courbe T, on peut mener à cette courbe quatre 
tangentes autres que celle qui touche la courbe en M. Démontrer que les 
points de contact sont sur une droite D et trouver Tenveloppe de D 
quand le point M décrit la courbe T. 



EXERCICE ECRIT 



68. — (A) Étant donnés un plan et deux sphères S, S', 
de rayons R et R^ ayant leur centre dans ce plan, on considère 
une sphère variable, £, tangente aux deux premières et au 
plan. — On demande : 

1® Le lieu géométrique du point de contact de la sphère £ 
avec le plan donné. 

2® Le lieu géométrique du centre de la sphère 2. 

(B). — On donne deux sphères de centres G> C et un cône 
de révolution de sommet 0, dont l'axe est perpendiculaire au 
plan GOC; le triengle GOC est rectangle en 0. — On demande 
1® de former les équations du lieu des centres des sphères 
tangentes au cône et aux deux sphères données ; 2^ de dis- 
cuter la nature de ce lieu dans le cas oh le triangle rectangle 
GOC' devient isocèle, oh les sphères données sont égales et 
oîi, de plus, la sphère variable touche les sphères données 
toutes deux extérieurement, ou toutes deux intérieurement. 

{Concours de l'École Polytechnique, 29 mai 1893.) 

Note sur re<^eroioe 67 (*). 

Prenons la conique F rapportée à ses axes ordinaires, en coordonnées 
polaires, et cherchons l'équation qui fait connaître FA, FB. Soient p, , 
6i>o les coor données de M; Pi , toi celles de A. 

(*) Une erreur d'impression s'est glissée dans l'énoncé. Il faut FM au 
lieu de FG* 
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I./équalion de la tangcDlc AM étant 

P 

- -- cos (w — Wj) — e cos 0), 

P 
on a 

P 

(1) — = CCS (u)o — U)|) — e cos a>o . 

Po 

D'ailleurs 

P 
(2) — = I — e cos (Oj. 

Pi 

p 
Ëatrc (1), (2) éliminons cdi; en posant u = i — —, on trouve 

U^ u /p \ /p \2 

— — 2 - COS wo ( — h « ces wo I -h I — h 6 cos (»)• I — sin* w- = o. 
e* e \po / \po / 

Or, Ton veut avoir 

I i 2k 

FÂ"^ FB""FM' 



c'est-à-dire 



I ï 2k 

Pi Pa Po 



nfe 

On a donc 2 — m' — m" = — > 

P» 

— h e cos Wo I = — • 
p» / Po 

Simplifiant, on voit que le lieu demandé correspond à Téquation 

p I — e* cos* w 

1) - = -I— ; , etc. . . 

p « + e cos o) 

Remarque, — Un cas particulier remarquable est celui où l'on suppose 
k = I. Dans cette hypothèse, la conique proposée fait évidemment partie 
du lieu. L'équation (1) se décompose en effet. On trouve la conique don- 
née, comme facteur singulier; et, pour le lieu véritable, deux droites 
correspondant à Téquation 

I 
COSo) = — . 
e 

Ces droites seront réelles dans le cas de Thyperbole ; ce sont les parallèles 
aux asymptotes, menées par le foyer. Il en résulte un théorème que l'on 
peut énoncer dans les termes suivants : 

Soit A une corde focale parallèle à Vune.des asymptotes (Tune hyperbole H. 

Si y par un point M, pris sur A, on mène à H les tangentes MA, MB, on a 

(F désignant le foyer situé sur A) : 

2 I I 

FM ~ FÂ "*" FB' 



ERRATUM. — P. 117, 1. 9. Au lieu de triangulaires et carrés^ lisez tria/n- 
gulaires ei doublée d^un triangulaire. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIMBRIB GBMTRALB DBS CBBMINS DB FBR 
IMPRIMBRIB GHAIX, RUB BBROBRB, tO, PAR». — 11878-5*93. 
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SUR UN THEOREME DE JAMES GREGORY 

Par M. A* Anbry. 

(Suitey voir page 130.) 



9. — Soit à trouver Vinvoluta de la spirale p"* = w. On a, 
successivement, 

P 
my^dy = cte, 

(6) mj/"*+* = {m -{- i)x. 

Ainsi les spirales des divers ordres ont pour involutae les para- 
boles des divers ordres. 

Par exemple finvoluta de la spirale d' Archimède est la para- 
bole apollonienne, celles des spirales p* = w (spirale de Fermât)^ 
p = (ù«, p*(o = I (lituus*) p'o) = I, ont respectivement pour 
involutae les deux paraboles cubiques 2y' = 3x, y' = 9X*, 
r hyperbole xy = 2 et T hyperbole cubique 2xy* = 3. 

Grégoire de Saint- Vincent a trouvé, le premier, que les arcs 
de la spirale d'Archimëde sont égaux à ceux d'une certaine 
parabole ; cependant c'est dans la Geometria indivisibilis de 
Cavalieri (163S) que Ton voit d'abord cette proposition, d'un 
genre tout nouveau à cette époque. Le cas général, entrevu 
par Wallis, a d'abord été énoncé par Sluze (Mesolabura, .,, 
cum parte altéra de analysi, Liège, 1668). 

Parmi les remarques qui se déduisent du théorème que 
nous venons d'obtenir (**), nous mentionnerons seulement la 
suivante : 

(*) Cette courbe est l'inverse de la spirale de Fermât. On peut encore 
la définir : le lieu des points M tels que le secteur circulaire qui a OM 
pour rayon et MOX pour angle au centre ait une surface constante ; ou 
encore le lieu des extrémités des arcs de spirales d'Archimëde tels que 
les secteurs formés par la courbe, le rayon vecteur et l'axe polaire, soient 
constants. La considération de cette courbe et son nom sont dus à Cotes 
(Harmonia mensuraruniy 1722.) 

(**) On peut rechercber, par exemple, quelle est l'antipodaire de la spirale 
d'Arcbimède et quelle est Tanticycloldale de la parabole : dans les deux 
cas on trouve la développante de cercle. 

JOURNAL DB MATH. 8PBC. — 1893. 7 
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m étant entier, la spirale p = od"* «e rectifie absolument, ou 
par les logarithmes, selon que m est pair ou impair. Par exemple 
la spirale p = co' est rectifiable, puisque ses arcs sont égaux 
à ceux de la parabole y' = g/r* ; d'ailleurs le calcul direct 

donne {s)l = ^ jT y 4 + p.dp = j n/(4 + p)'» 

Cette spirale se construit ainsi : on rabat sur Taxe polaire 
un rayon vecteur ON de la spirale d'Archimède, au moyen 
de Tare de cercle NK et on porte, sur ON, la longueur OM 
égale à l'arc NE; le lieu des points M est la courbe cberchée. 
On peut encore la définir comme le lieu des extrémités des 
sous-tangentes de la spirale d'Archimède. 

10. — Pour m = — I, la formule (6) est en défaut : comme 
on a dans ce cas po> = i, 

il s'ensuit 

ùdb) -h (odp = G, d'où (te + — = o ; 

p 
et par suite a? -4- /p = o, 

ou, puisque p = y, a? + /y = o. 

Ainsi rinvoluta d'une spirale hyperbolique est une logarithmique. 
Ce théorème est dû à Nicolas (De spiralibus hyperbolicfs et lineis 
logarithmidSf Toulouse, 1696). (Voir la note III (*).) 

On verra de même que Vinvoluta de la spirale logarithmique 
p = gmw est représentée par la droites; = my. Ce résultat con- 
duira facilement à la connaissance des nombreuses propriétés 
decette courbe. (C/'.iV. A. Jf. 1856, p. 10^, E. Catalan.) (A suivre.) 

NOTE SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS 

DE LA PARABOLE ET DE SA DÉVELOPPÉE 
OBTENUES EN CONSIDÉRANT CES COURBES GOMME UNIGURSALES 

Par M. E.-IV. Barisleii» ancien élève de TÉcole Polytechnique. 

{SuiUy voir page 135.) 

B. — Désignons maintenant par D la longueur MN de la corde 
interceptée par la parabole sur la normale, par D' la longueur 
ce de la corde interceptée sur cette même normale par la déve- 
loppée, et par R le rayon de courbure MC. 

(*) Les notes qui accompagnent cet article seront publiées dans le pro- 
chain numéro. 
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On trouve, sans difficulté : 

(3) R = p(i + m*)2, 

(i) D = 5 (1+ m«)î, 

(8) D' = -^ (i + m«p . 

O 

Par suite 

(6) DD' = 5L* ( I + m>/ 

4 
En éliminant (i 4- m*) entre (3) et (6), on obtient la rela- 
tion 

6. — Coefficient angulaire ja de la droite MM'. On trouve 

^' Vi " y% ^ _ ±, 

Xi — a?, m 

Uéquation de la droite MM' est donc 



4 / P^*\ 



OU 

(7) mj/ -+- 4X — pm^ = o. 

On voit immédiatement que cetle droite enveloppe la para- 
bole représentée par 

(8) y" -4- i6px == o. 

Donc dans la parabole, les cordes qui joignent le pied d'une 
normale double, au pied d*une normale simple issue du mène points 
enveloppent une parabole. 

Le lieu des milieux de ces cordes est aussi une parabole. 

Pour obtenir les coordonnées du point de contact de la droite 
(7) avec son enveloppe (8), il faut identifier l'équation (7) avec 
celle d'une tangente à la parabole (8), au point (h, k). On a, pour 
cette dernière équation, 

(9) yk + 8p(a? 4- A) = o. 
Identifiant (8) et (9), il vient 

k Sh 

-- 2p= -; 

m m' 

,, , pm* x^ 
d ou h = — ' — = -9 

4 2 

k = 2pm = — 2^1. 
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Si doDC, on prend, sur Taxe des x négatifs, une longueur 

OP 
OQ = — > et si Ton élève une ordonnée négative QT = 2MP, 

le point T ainsi obtenu est le point oii la droite MM^ touche 
la parabole (8). 

On peut remarquer, aussi, que la droite MM' passe par le 
milieu de OP. 

7. — Coefficient angulaire v de la droite NN'. On a 

Vi - y' 4^ 

V = —7 = . 

x^ — X m* — 4 

8. — Coefficient angulaire X de la droite CG". On trouve 

^ ^ Y - 71^ ^ 7w^ 

X — Ç, 10 

L'équation de la droite CG" est, par suite, 

7m / 3pm*\ 

y^pm' = —[x ^p^J^y 

ou y = (x - p)L i-— . 

10 20 

D'après cette équation, l'enveloppe de la droite correspon- 
dante est la développée d'une certaine parabole ayant pour 

Sa 
demi-paramètre P = — 

De celte manière, on trouve que, «t le point M se délace sur 
la parabole^ le centre de gravité du triangle CC'C", et les milieux 
des côtés de ce triangle décrivent^ chacun^ une développée de 
parabole. 

9. — Voici d'autres coefficients angulaires : 

Coefficient angulaire de OM. Il est égal à - , c'est-à-dire 

Coefficient angulaire de la tangente en M'. Il est égal à — • 

tu 

Il en résulte que le cercle circonscrit au triangle OMM 

est tangent, en M', à la parabole. 

On a encore 

Coefficient angulaire de OM'. Ce coefficient est égal à — » 

c'est-à-dire égal à — • 
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Donc, OM' et MM' sont également inclinés sur l'axe. 
De ce que 

Coefficient angulaire de M^G" = — 

4 
Il en résulte que M"G" est perpendiculaire à MM', propriété 

qui peut s*énoDcer ainsi : 

Si Von considère la corde d'une parabole, unissant le pied d'une 
normale double au pied d'une normale simple, isstie du même point; 
la normale double coupe de nouveau la développée de la parabole 
en un certain point; la tangente à la développée, en ce point, est 
perpendiculaire à la coi^de. 

On trouve encore que : 



Coefficient angulaire de SG : 
Coefficient angulaire de SG' : 



2m 



IL-p 3 
7i m 



l-p 3 

10. — Lieu du point I d'intersection des normales en M 6/ M''. 
Ces deux normales ayant pour équations 

m , , ©m' 

4 1 20 

l'élimination de m, entre ces deux équations, montre que le 

lieu du point I est une développée de parabole. 

De ce point I, outre les normales ayant leurs pieds en M 

et M'', on peut mener une troisième normale à la parabole. 

Si M est le coefficient angulaire de cette troisième normale, 

on a, en exprimant que la somme des coefficients des trois 

normales est nulle, 

M -h m H = G. 

4 
_ __ bm 

Donc M = 

4 
Si Ton demandait les coordonnées des points analogues 

à M, N^ G et G', correspondant à cette normale, il faudrait, 

dans les formules du commencement de cet article, changer 

m en — — . 



(*) M'' est le point de la parabole ayant son centre de courbure en G"' 
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11. — Relations d'aires. — On trouve : 



iS«m8 



Aire du triangle curviligne OPM -= ^—— • 

3 

Aire du triangle curviligne SCD = --^- — • 
Aire OFM' = -i (Aire OPM), 

O 

Aire SCD' = ^ (Aire SCD). 

On trouve aussi : 

pm* 



2 (Aire MM'M") = 



a^tyi I 




^ty% ' 


— 


^zV» I 





2 



— pm I 
pm 



8 2 

32 A 



= kp*m^, 



k étant un facteur numérique. 
De même 



2 Aire 
(triangle CG'C"; 






3pw* 

p H — pm' I 

3»m* pm' 

^8 8 

3pwi* pm' 

p + -f- ^ I 

32 64 



= p^m^k\ 



kf étant encore un facteur numérique. 
En résumé, on a les deux relations : 

AireOMP , , Aire SGI) ^ ^ 

-j-=^ = constante, -r-: — ^^,..„ = constante. 



Aire MM'M' 



Aire GG'C 



(A suivre.) 



NOTE DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE 

SUR LES SEGTIONS PLANES DES SURFACES 

DU SECOND DEGRÉ 

Par Awkg. lIorel« professeur à rÉcole Lavoisier 



1. — Dans la présente Note, nous nous proposons de 
déterminer graphiquement certains éléments de la section 
plane d'une surface du second degré quelconque ; nous sup- 
poseronS; comme cela se présente le plus ordinairement dans 



JOURNAL DE BIATHÉMATIQUES SPÉCIALES 151 

les épures, que les plans de projection sont parallèles à deux 
des plans principaux de la surface qui aura, dès lors, un 
axe parallèle à la ligne de terre, un second axe vertical, et le 
troisième perpendiculaire au plan vertical; mais, en réalité, 
dans les constructions que nous devrons employer pour 
traiter la question d'une manière absolument générale, nous 
n'aurons besoin de connaître que le plan diamétral paral- 
lèle au plan horizontal, et le diamètre conjugué de ce plan 
diamétral. On peut alors déterminer les tangentes principales 
de la section, ainsi que les axes de la projection horizontale 
de cette section, lorsqu'elle est elliptique. 

2. — Pour déterminer les tangentes de la section paral- 
lèles à une direction donnée du plan sécant, nous obser- 
vons que ce sont les droites de rencontre du plan et du 
cylindre circonscrit à la surface, ayant ses génératrices 
parallèles à la droite donnée. Or, la ligne de contact de ce 
cylindre est une courbe plane dont le plan passe par le 
centre de la surface, ou bien, dans le cas du paraboloïde, est 
parallèle aux diamètres de la surface; il suffira donc, dans l'un 
et dans l'autre cas, de connaître deux points de ce plan, non 
en ligne droite avec le centre, ou bien qui ne soient pas tous 
les deux sur une droite parallèle aux diamètres du parabo- 
loïde. On obtient ces deux points avec facilité, en considé- 
rant un quelconque des plans auxiliaires qui servent à 
déterminer un point courant, par exemple un plan horizon- 
tal : il détermine, dans la surface, une section homothétique 
à la courbe diamétrale horizontale, ayant son centre sur le 
diamètre conjugué; et, si Ton mène tous les plans tangents 
aux divers points de cette section, tous ces plans tangents 
rencontrent, en un même point, le diamètre conjugué ; ils enve- 
loppent un cône. Si à ce cône on mène des plans tangents 
parallèles à la direction donnée, ces plans touchent la surface 
en des points de la courbe précédente, et qui appartiennent 
au plan de la courbe de contact. (Le lecteur est prié de faire 
la figure.) 

Soient À et B les points ainsi obtenus; prenons Tinter- 
section du plan donné P et du plan déterminé parles points 
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A, B, ; nous obtenons une droite D dont nous cherche- 
rons, par la méthode ordinaire, Tintersection avec la surface 
du second degré. Nous aurons deux points M et N ; ces 
points appartiennent à la section; et, en ces points, les tan> 
gentes sont parallèles à la droite donnée. 

3. — Dans la disposition particulière que nous avons sup- 
posée au début, nous pourrons, plus rapidement, prendre les 
plans perpendiculaires au plan vertical qui déterminent des 
sections se projetant horizontalement suivant des cercles ; 
nous trouverons ensuite le sommet du cône circonscrit le long 
des sections, et nous continuerons la construction comme 
précédemment. 

4. — Parmi les tangentes importantes à déterminer, se 
trouvent les tangentes horizontales. Le plan tangent à cha- 
cune des extrémités du diamètre IJ, conjugué de la section 
horizontale, est lui-même horizontal; tous les plans qui pas- 
sent par ce diamètre IJ contiennent les courbes de contact 
des tangentes horizontales ; par suite, le plan de la courbe de 
contact passe, dans ce cas, par le diamètre IJ; il coupe le 
plan diamétral horizontal suivant un autre diamètre RS, 
conjugué de la trace ap du plan P sur le plan diamétral 
horizontal; et, en outre, les diamètres IJ et RS sont deux 
diamètres conjugués de la courbe; ils se projettent donc ver- 
ticalement suivant deux diamètres conjugués, dont Tun est 
parallèle à la ligne de terre. Le plan sécant et le plan de la 
courbe se coupent suivant une droite e? , dont on peut faci- 
lement trouver Tintersection avec une conique dont ou con- 
naît deux diamètres conjugués. 

Lorsque le plan horizontal est parallèle à l'un des plans 
principaux, on a immédiatement les axes de l'ellipse, projec- 
tion verticale de la courbe de contact. On peut aussi déter- 
miner, d'un façon analogue, les tangentes de front et les 
tangentes de profil s'obtiendront en projetant simplement les 
axes sur un plan de profil, pris comme nouveau plan vertical, 
et cherchant les tangentes de front relatives à ce nouveau plan 
vertical. 

5. — La détermination de la courbe de contact des tan- 
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gentes horizontales, parallèles au plan de section, va nous per- 
mettre de construire les axes de la projection horizontale de 
la section. Pour cela, rappelons que les intersections de la 
surface par deux plans parallèles sont deux courbes homo- 
thétiques, se projetant suivant deux courbes homothétiques. 

Cela posé, menons le plan diamétral parallèle au plan 
sécant; il coupe le plan diamétral horizontal suivant un dia- 
mètre X(x, parallèle à la trace horizontale a^ du plan P; de 
plus, il coupe le plan de la courbe de contact des tangentes 
parallèles à a^, suivant un autre diamètre HK conjugué de 
X{A dans le plan diamétral parallèle à P. Nous avons dit tout 
à l'heure que le plan diamétral horizontal coupait le plan de 
la courbe de contact suivant le diamètre RS conjugué de 
ap, conjugué de XfA par conséquent. Alors le plan des deux 
diamètres BS et HE est conjugué de XfA, et parallèle aux 
plans tangents à la surface aux points tangents X et [t.. 

Traçons la droite RH, dans le plan des deux diamètres, 
et considérons le cylindre ayant pour directrice la courbe 
diamétrale horizontale de la surface, et les génératrices 
parallèles à RH; ce cylindre coupe la surface suivant une 
seconde courbe plane qui n'est autre chose que la conique 
dont Xp. et HE sont deux diamètres conjugués. 

Nous sommes donc ramené à chercher les axes de la pro- 
jection horizontale de cette section plane du cylindre (*), et 
pour cela nous prendrons, pour plus de commodité, la trace 
horizontale du cylindre, trace dont nous avons immédiate- 
ment deux diamètres conjugués. Ce senties diamètres paral- 
lèles à RS et X{x. 

Nous avions précédemment déterminé le diamètre de la 
courbe de section par le plan P, parallèle à HE ; les deux 
courbes étant homothétiques, nous avons donc construit 
facilement le centre d'homothétie ; nous avons, en grandeur 
et direction, les axes de la projection horizontale de la courbe 
XfjiHE; ainsi nous obtenons immédiatement les axes de la 
projection horizontale de la courbe de section par le plan P. 

(*) Voir, pour cette question, /. M. S.f page 60. 
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EXERCICES DIVERS 

Par M. Aug. Bon tin. 

[Suite, voir p. 68.) 



266. — Soit un triangle ABC, un point M (Xi, y^, z^), 
AM, BM, CM rencontrent en A^, Bi, C^ la circonférence 
circonscrite. Former Féquation de la conique inscrite à la fois 
aux triangles ABC, AiB^Ci. 

On trouve aisément pour les coordonnées de Ai, et Téquation de BiGi : 

X y z 



ay,%^ y, z 



1 



6^4 + cy, 
— ao^i^i -+- yx^(cx^ -h a«i) + «a?i(ayi 4- 6a?,) =r o 
Pour Bi, Gi, AiBi, AiGi, ^n aurait des formules analogues. Soit 

v/Ao; + v/By + sJQji = 
réquation cherchée de la conique. 

Son équation tangentielle est 

(1) Am» + B/n -h Qml = o, 

Zo; + my + n^ = o étant une tangente. 

Si l'on écrit que deux des côtés du triangle AiBiGi satisfont à la rela- 
tion (1), on a deux équations qui déterminent A, B, G. On trouve 

Aoîj Bî/i C«, 

^^— — ^— — — ^ " ' «-i— -^_^^_^__> ~~~ ' 

a[bXi-hqfi] biaZi-hcxi) c{ayi-hbxi) 
On constate aisément que la conique déterminée par ces valeurs de 
A, B, G est tangente au troisième côté de Ai6|G,. 
Applications : 
10 Si M est le point de Lemoine de ABG, la conique inscrite aux triangles 



V^â=". 



ABG, AiB|G| est représentée par S 

G*est Tellipse de Brocard, de foyers û, Û^ 

On peut généraliser la question en substituant au cercle circonscrit 
une conique circonscrile quelconque : 

(2) lyz + \LXZ 4- va?y = o. 
On trouve de la même manière 

(3) M ___ By, _ Gg| 
l{\USi + vy,) aCkZi -h yjx) v(Xy, -h (juc,) 

2* Une conique circonscrite, dont le point de Lemoine est M, est rencontrée 
en Ao Bi, G, par les droites AM, BM, GM. La conique inscrite au tri' 
angle de référence et au triangle AiBjGi a pour point de Gergonne le point M. 

J'appelle point de Lemoine de la conique (2), le point 

x: y i « = X: |i: v. 

267. — Deux triangles homologiques étant circonscrits à une 



JOURNAL DB liÀTHÉBIÀTIQUES SPÉCIALES iHS 

même conique, former Véquation de la conique à laquelle ils sont 
inscrits . 

Soient sBd Vi, «i les coordonnées normales du centre d*homologie par 
rapport à un des triangles pris comme triangle de référence, et conservons 
les notations de Tezercice précédent. Il suffît de résoudre, par rapport à 
X, pi, V, les équations (3j ; on trouve : 

- (By, ■+- G«t - Ao;,) = ^(Ax^ - By, -h G^,) 

V 

= ~ (Aa?i + By, — Gaf,). 
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Essai d'une introduction à la théorie des quantités complexes 

représentées géométriquement, par B. Garhara. (Gremona, lit. Fezzi, 
1893 ; prix 2 fr. 50 c.) 

Dans cet ouvrage (150 pages, environ), M. Garrara a remarquablement 
et clairement résumé les travaux, très nombreux et très importants, dans 
lesquels les mathématiciens, depuis Argand, Français et Mourey, ont 
établi, d'après la représentation géométrique, la théorie des quantités 
complexes. L^historique de ces travaux se trouve exposé, avec beaucoup 
de soin, dans une longue et intéressante préface; nous y renvoyons le 
lecteur. 

Le livre de M. Garrara se divise en deux parties. Dans la première, il 
indique d*abord les principes de la représentation géométrique de 
l'expression a + hi; puis il montre comment, en utilisant cette repré- 
sentation, on peut efifectuer les opérations élémentaires sur les quantités 
complexes. Gette expression ne diffère pas sensiblement, à ce qu'il nous 
a semblé, de celle qui est aujourd'hui classique et que Ton trouve dans 
les ouvrages français qui traitent do cette matière; mais elle est donnée 
avec beaucoup d'ordre et une parfaite netteté. 

La seconde partie renferme des applications diverses sur les sérieSy les 
fonctions des variables géométriques ^ les équations algébriques (ih. de d'Alem- 
bert) et les intégrales des fonctions de variables complexes prises entre des 
limites imaginaires, 

Get ouvrage de M. Garrara est écrit en italien, mais la lecture en est 
facile et il constitue, pensons-nous, une excellente introduction à un cours 
d'Analyse supérieure. 

L. Grillières. — Étude des modifications apportées par la 
rotation diurne de la terre aux lois de l'équilibre et du 
mouvement des corps pesants. In-8**, 31 p. Paris, librairie Nony 
et G'% 1893. 

Le titre de la brochure de M. le colonel Grillières indique assez net- 
tement le but qu'a poursuivi Tauteur. Son étude se divise en trois par- 
ties : Direction de la verticale ; Diminution de Peffet de l'attraction terrestre 
sur les corps pesants ; Déviations produites pendant la chute des corps. 
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Les deux premières sont classiques, et on les trouve en quelque sorte 
ici comme introduction à la troisième, de beaucoup la plus étendue, et 
où Ton trouve le cOté original de cet intéressant mémoire. Les résultats 
sont obtenus par la considération des mouvements absolus, et concordent, 
naturellement, avec ceux que donne la théorie, généralement employée, 
des mouvements relatifs. Enfin, Fauteur a la très heureuse idée d'isoler, 
en quelque sorte, Tinfluence individuelle de chacune des trois forces 
considérées : attraction terrestre, force centifnge, force centrifuge com- 
posée, et de montrer séparément l'action de chacune d'elles. 

Tous ceux qui prennent goût à ces questions si intéressantes de Méca- 
nique terrestre liront avec plaisir le travail de M. le colonel Grillières, 
dans lequel les considérations analytiques et géométriques sont tour à 
tour utilisées avec beaucoup d*habileté et de discernement. G. A. L. 

La risoluzlone dei problexni numerici e geometrici, par le 
D' RoDOLFO Bettazzi, professeur au lycée Cavour et à TÉcole militaire 
(Ditta, G. B. Paravia et G^% éditeurs, Turin, et... Prix 2 francs). 

Gomme le rappelle M. Bettazzi dans la préface de cet ouvrage, de 
nombreux efforts ont été faits pour présenter, dans une forme facilement 
assimilable, les méthodes qui doivent être suivies pour résoudre les 
problèmes d'arithmétique et ceux de la géométrie. En France, on trouve 
l'exposition de ces méthodes dans divers ouvrages et notamment dans 
la géométrie de MM. Rouché et de Gomberousse et dans le livre de 
M. P. Serret : Des méthodes en géométrie. L'ouvrage de M. Bettazzi, est 
plus élémentaire que les ouvrages que nous venons de citer. Mais il 
renferme plusieurs développements qui intéresseront certainement les 
professeurs chargés d'initier les élèves aux premiers principes des 
mathématiques. Nous citerons Vhomogénéité des formules^ la construction des 
expressions homogènes^ Vévaluation du nombre des conditions qui correspon- 
dent à une donnée géométrique^ etc. 

Sur la Géométrie non Euclidienne, par M. L. Gérard, professeur au 
lycée de Brest (Thèse présentée èi la Faculté des Sciences de Paris). 

Tout le monde sait aujourd'hui ce qu'il faut entendre par la Géométrie 
non Euclidienne, la Géométrie imaginaire, comme on l'a, autrefois, 
appelée ! Bien que Gauss ait conçu, le premier, la base de cette Géomé- 
trie, c'est Lobatcheffsky (* ) qui, par un article intitulé Nouveaux Principes 

[*) Nicolas Ivanovitch Lobatchefisky, né le 22 octobre 1793, est mort le 
14 février 1856. L'Université de Kasan, à laquelle Lobatchefisky fut suc- 
cessivement attaché comme élève, comme professeur, et, enfin, comme 
recteur, se prépare à fêter le centenaire de ce savant. En refusant le 
postula tum d'Euclide, ce postulatum qui, comme l'a dit d'Alembert, fait 
depuis tant de siècles le scandale de la géométrie et le désespoir des 
géomètres, il a incontestablement ouvert à la science mathématique des 
horizons curieux. Pourtant, Tidée de Lobatcheffsky n'a pas produit, 
jusqu'ici, des résultats marquants. Peut-être l'avenir lui sera-t-il plus 
favorable, bien qu'il soit difficile de saisir comment la géométrie non 
Euclidienne pourrait faire servir ses résultats à la découverte de faits 
nouveaux, intéressant la géométrie Euclidienne. Sans doute, la géomé- 
trie non Euclidienne ne diffé rant de la géométrie sphérique que par le 
changement de R en Ry/ — i on pourrait déduire, d'un chapitre quel- 



JOURNAL DB MATHÉ1UTIQUE8 SPÉdilLES 157 

de Géométrie pabliô en 1829 dans les Mémoires de l'Université de Kasan, 
est considéré comme le fondateur de cette géométrie. Ses principes sont 
exposés dans la note II de la Géométrie de MM. Bouché et de Gom-> 
berousse (*). 

On peut, je crois, résumer d'un mot la thèse de M. Gérard en disant 
qu'elle constitue la base d'une étude analytique de la géométrie non Eucli- 
dienne. C'est au moyen des fonctions hyperboliques y et en s'appuyant sur 
les formules qui relient entre elles ces fonctions, que Ton établit cette base 
de la géométrie non Euclidienne. On voit par là que cette étude ne peut pas 
être faite par la seule considération des principes de la géométrie élémen- 
taire, antérieure au postulatum, et Ton doit, comme Tobservent avec raison 
MM. Bouché et de Gomberousse {loc, cit., p. 583), pour éviter toute péti- 
tion de principe, montrer qu'on peut établir la théorie des fonctions 
circulaires et celle des fonctions hyperboliques sans utiliser les considé- 
rations géométriques. On doit alors définir les lignes trigonométriques 
par des fonctions analytiques en posant 

z z^ «* 



sm z = . 

I 3! ' 5! 

z* 3* 

cos z = l ■ i • • • 

2! 41 

Quant aux autres lignes trigonométriques, on les rattache à celles-ci 

en disant que, par définition, 

f sina ^ 

ig z = 9 etc.. 

cos« 

La thèse de M. Gérard, à laquelle je reviens, est un travail très cens- 
ciencieux et fort bien rédigé. Il se divise en trois chapitres. 

Le premier traite de la trigonométrie. L'auteur, en prenant la base 
analytique que nous venons de rappeler, établit les formules fondamen- 
tales: relations entre les éléments d'un triangle, formules d'addition, etc. 

Dans le deuxième chapitre, M. Gérard recherche les constructions que 
Ton peut faire en géométrie non Euclidienne avec la règle et le compas. 
A cet efiet, suivant en cela une voie naturelle, il recherche d'abord, 
dans un système de coordonnées qu'il nomme Coordonnées normcUes, les 

conque de géométrie non Euclidienne, des faits corresponddiits con- 
cernant la géométrie spbérique ; et, en fait, le premier chapitre de la 
thèse de M. Gérard est rédigé de telle façon qu'avec de légères modifica- 
tions on en déduirait une démonstration des formules de cette géométrie. 
Cette démonstration présenterait l'avantage d'être directe. Pour les amis 
de la géométrie non Euclidienne c'est là un avantage appréciable. Mais 
comment, au début des études mathématiques, devant des auditeurs 
initiés simplement aux premières notions de Tarithmétique, exposer la 
géométrie, sans prendre pour base de la théorie des parallèles le postu- 
latum d'Euclide ? Le principal mérite de Lobatcheft'sky et de ses 
continuateurs, Bolyai, Biemann, Helmoltz, Battaglini, Beltrami, Klein, 
Gassani, de Tilly, Flye Sainte-Marie, etc., est d'avoir montré rimpossibilité 
où nous sommes de démontrer un postulatum qu'il faut accepter, résolu- 
ment, comme une vérité résultant de l'observation expérimentale. 

(*) Nous renvoyons aussi le lecteur désireux de se mettre au courant 
de la géométrie non Euclidienne à un article de M. Gérard, publié dans 
le n* de février des Nouvelles AnncUeSy p. 74. 
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formules principales ; distance de deux points, angle de deux droites, etc.. 
Après avoir élabli les formules en raisonnant sur les éléments géométriqtteSi 
au sens ordinaire du mot, on prend les résultats obtenus pour définir les 
grandeurs de la géométrie non Euclidienne et Ton arrive ainsi, pour 
citer un théorème de cette géométrie, à la proposition suivante due, 
diaprés une note que j'emprunte à la thèse de M. Gérard, à un prédécesseur 
de Lobatscehâsky : a Deux droites étant données, ou bien elles se coupent, ou 
bien elles ont une perpendiculaire commune, ou bien elles se rapprochent 
indéfiniment sans jamais se rencontrer, » Je cite cette proposition parce que, 
au fond, elle résume la doctrine non Euclidienne qui, avec le point de 
départ qu'elle prend pour base, aboutit, dans le plan, à la notion de droites 
asymptotes Vune à Vautre, 

Un troisième chapitre, très court, traite de la mesure des aires. 

Je n*ai jamais été, je l'ai dit à M. Gérard en lui accusant réception de sa 
thèse, partisan de la géométrie non Euclidienne, parce que je ne crois pas 
utile de perdre de vue, dans les spéculations mathématiques, le champ 
réel. Si Ton consent à l'abandonner à un instant donné, et Ton est 
parfois contraint de le faire, ce doit toujours âtre avec l'arrière-pensée de 
revenir aux applications; aussi, l'excursion faite dans le champ idéal doit, 
pour être vraiment digne de notre attention, servir tôt ou tard à des faits 
positifs, susceptibles d'ôtre utilisés dans la géométrie Euclidienne et dans 
toutes les sciences qui 8*y rattachent, la mécanique, l'astronomie, etc. 
Toute autre chose ne me paraît être qu'un jeu d'esprit qui, malheureu- 
sement, pour intéressant qu'il soit, nous prend un temps et des forces 
que nous pourrions peut-être mieux employer; or, Franklin l'a dit avec 
raison : «Ne gaspillez pas le temps, car c'est l'étoffe dont la vie est faite. » 

Si la lecture de la thèse que j'ai trop rapidement, à mon grand regret, 
analysée ici, n*a pas modifié ma manière de voir sur la géométrie non 
Euclidienne, je puis dire pourtant à ceux qui désireraient s'initier à 
cette géomérie qu'ils ne pourront trouver un guide meilleur, plus 
complet, plus clair, que le travail, excellent dans son genre,deM. Gérard. 

(G. L.) 



ECOLE NORMALE 

(CONCOURS DU 12 JUIN 1893) 



1* Les coordonnées des points d*une courbe (C) étant représentées par 
les formules 



x:^ 9 yz=z > Z=i 



t —a ^ t — b t — c 

où t désigne un paramètre variable et a, b, c sont trois constantes 
différentes, on considère tous les segments de droite dont les deux extré- 
mités sont sur la courbe (C) et on demande de trouver la surface (S) 
lieu des milieux M de ces cordes. 

2» Démontrer que la surface (S) ccnticnt la courbe (G) et ses trois 
asymptotes, 
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Montrer qu*à chaque point M de cette surface correspond une seule 
corde de la courbe (G) ayant son milieu ei^ M. Discuter analytiquement 
et mettre ainsi en évidence trois droites tracées sur la surface (S). 

4* Délimiter la région du plan des xy où doit se projeter un point M 
de la surface (S) pour que la corde dont ce point est le milieu joigne 
deux points réels de la courbe (G). 

5« Trouver toutes les droites situées à distance finie sur la surface (S). 

6* Trouver le lieu des cordes de la courbe (G) dont les milieux sont 
sur une droite. 



EXERCICE ECRIT 



69. — On considëre deux axes rectangulaires Oo;, Oy. Deux 
paraboles P, P' touchent ces droites, respectivement, aux 
points A, B; A', B'. 

On peut mener aux paraboles P, F une tangente commune 
MM' et Ton suppose MM' parallèle à la première ou à la 
seconde bissectrice de yOx. 

1® Démontrer que, dans cette hypothèse, le foyer de P est 
situé sur OM et que le foyer de P' est sur OM'. 

2® En supposant que P soit fixe, trouver le lieu du foyer 
de F. 

Notes erur rexercloe 68 (*). 

(Solution de la question posée aux examens écrits de P École Polytechique en 489S). 

I. — Prenons le plan donné; pour plan xoy; pour axe ox^ la ligne des 
centres des sphères S, S'; pour origine , le milieu de cette ligne; pour 
axe oy, une perpendiculaire à cette droite; pour axe 02, enfin, une 
normale au plan. 

En désignant par 2a la longueur de la ligne des centres, les sphères 
données ont, respectivement, pour équation 
(S) {X - a)» + V» + a» = RV 

(S') {X + a)» + y^ + z^ = R'«. 

Soient a, p, les coonlonnées du point M où 2 touche le plan yox\ 
X désignaut le rayon de S, Téquation de cette sphère est 

(X — a)« + (y — P)» 4- 3» - 2lz = o. (S) 

En écrivant que 2 touche les sphères S, S', on a 

to-a)* + p* + X» = (R±X)», 
(a -h a)» + p* + X» = (R'ib X)«. 



(*) Voyez l'énoncé p. 143. 
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En prenant le signe +» en considérant dans le réseau 2, par consé- 
quent, les sphères qui touchent les sphères données extérieurement, on 

a 

(1) (a — a)« -4- p» = R» 4- 2RX, 

(2) (o + a)* + p* = R'» + 2R'X . 

10 Le lieu de M, dans lliypothèse que nous ayons faite, s'obtient en 
éliminant X entre (1), (2). Ce lieu correspond dans à Téquation 

(3) 05» 4- y» - 200? ^-^ -4- a* + RR' = o. 

Cette équation représente une circonférence. 

En cherchant successiyement Taxe radical de (3) avec les circonférences 
Y, •{ obtenues en coupant les sphères S, S' par le plan yoxy on obtient 
la même droite. Ainsi, la circonférence trouvée passe par les points A, A' 
communs à ces deux circonférences. Ces points se prévoient d'ailleurs a 
priori en considérant les sphères évanouissantes ayant ces points pour 
centres; sphères qui, visiblement, font partie du réseau considéré. 

On peut encore observer que le centre de (3) est un point situé sur oxj 

& une distance a de Torigine. C'est le centre de simUitude 

externe des deux circonférences X, X^ La circonférence (3) se trouve 
ainsi complètement déterminée. 

En considérant les sphères qui touchent intérieurement S, S' on trouve 
le même résultat. 

Enfin, les sphères qui touchent : intériewementy l'une des sphères; 
extérieurement^ la seconde sphère; donnent une autre circonférence, 
passant par les points A, A' mais dont le centre coïncide avec le centre 
de similitude interne des circonférences y, y'* 

2* Les coordonnées du point M', centre de 2, sont, dans la notation que 
Dous avons adoptée, a, p, X. Les équations (1), (2) considérées comme 
simultanées, représentent le lieu demandé. Ces équations donnent, par 
soustraction 

4aa — (R' — R)(R' 4- R 4- 2X). 

Le lieu de M' est donc une eUipsCy intersection du cylindre circulaire 
droit correspondant à (3) avec un plan parallèle à Oy et dont l'équation est 

4ax = (R' — R)(R' + R + 2X). 

On obtient une seconde ellipse en prenant, dans les équations (1), (2), X 
avec le signe — . On est alors placé dans le cas des sphères touchant 
intérieurement les sphères données. 

Enfin, si les sphères 2 touchent : intérieurement, Tune des sphères 
données, extérieurement l'autre sphère , on obtient deux autres ellipses 
situées sur le cylindre ayant pour équation 

R — R' 

x* + y*-h 2ax ~ ~ + 0* — RR' =0. 

K -|- R 

Remarque, — On peut se demander si la circonférence (3) est toujours 
réelle. 
L'équation (3) peut se mettre sous la forme 

(^ - g 1^)' -^ y' ^ [R-^'r) « <^^ + ^' "" ^^'^^ + ^ "" ^'^' 
On voit alors que ( 3) est imaginaire quand les deux circonférences sont 
intérieures l'une à l'autre, et seulement dans ce cas. 
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II (*). — Appelons 29 l'angle au sommet du cône. 

Soit D(a, p, t) un Point du lieu; le plan zOT> coupe yOx suivant 0( 
et le cône donné suivant deux généra- 
trices; soit OM l'une de ces génératrices. 
Si, de D, nous abaissons DI, perpendi- 
culaire sur 0^ on a 

DI = Y, 01 = v/a* 4- p*. 
Abaissons DM perpendiculaire sur 
OM, DM représente le rayon X d'une 
sphère, de centre D, tangente au cône. 
Si nous projetons sur MD le contour 
brisé MOID, noua a vons 

(1) X = \/a* + p* cos 9 — Y sin 9. 

En posant OC = a, OC = a' on 
voit que les sphères ûxes, considérées, 
seront tangentes à la sphère S, de centre 
D, de rayon X, si Ton a 




(a - a)« + b* + t' = (R ± X)» ( 



(2) 



Les équations (1), (2) représentent le lieu cherché, quand on élimine X. 

2* Mais abordons le cas particulier signalé, celui où Ton suppose a=za\ 
R = R^ Les équations (2) (dans lesquelles X est pris avec le môme signe, 
conformément aux conditions imposées par Ténoncé) donnent 

a = p, 
et rt a\l2 cos 9 = X + Y sin ç. 

En adoptant le signe +, on trouve que le lieu correspondant est une 
conique ayant pour équations 

y = x, (a — xy + î/* + jsî" = (R -I- xy/ï cos 9 — « sin9)*. 
Pour étudier le genre de cette conique, il suffît de chercher sa projec- 
tion sur un plan de coordonnées, par exemple sur le plan zox. L'équation 
de cette projection est 

(o — x)* + ** H- -3* = (R + x\/2 cos 9 — sin 9^*, 
ou (£c\/2 sin 9 + ^ cos 9)' + . . . . = o. 

La courbe correspondante est une parabole. En prenant successivement 
le signe -f- et le signe, — dans (2) et dans la première des équations (G), 
on trouve que le lieu demandé est constitué par Vensemble de quatre para- 
boles. 

DÉVELOPPEMENTS céoMÉTRiQUEs. — La géomdtric peut nous indiquer faci- 
lement ce résultat, et nous montrer comment sont placées, dans le plan 
des sections considérées, les paraboles du lieu. 

Considérons le plan 20X qui passe par os et par le milieu de GC. 
Puisqu'on suppose OC = OG', R = R', le lieu est une courbe située 
dans ce plan. Il est facile de trouver une définition géométrique de cette 



(*) Les axes, dans cette question, senties droites OG, OC' et la normale 
en O, au plan GOG^ 
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courbe et de tirer, de cette définition, la conclusion que le lieu est un 

système de paraboles. Nous déter- 
minerons ensuite, pour chacune 
d'elles, le foyer et la directrice. 

Soit M un point du lieu; de M, 
abaissons une perpendiculaire sur 
la génératrice OA qui se trouve dans 
le plan zoX et joignons le point M 
au centre G de la première sphère 
donnée S. Cette droite MG ren- 
contre S en deux points ; soit E l'un 
d^entre eux. Abaissons MA perpen- 
diculaire sur A, et prolongeons cette 
droite d'une longueur AB=GE=:R. 
Enfin, traçons A' parallèle à A, me- 
née par B. Gomme MA=ME, ni>us 
avons MB=MG et nous concluons 
que le lieu de M est une courbe, 
lieu géométrique des points du plan jjoX qui sont à égale distance d'une 
droite fixe A', située dans ce plan, et d*un point fixe G placé en dehors de ce 
plan. 
Ge lieu est une parabole. 
On peut le démontrer géométriquement de la manière suivante. 

Dans le plan Q, déterminé par le point G 
et par la droite A% le lieu des points également 
distants de G et de la droite A' est une para- 
bole P. Soit M un point de P ; par M» menons 
MM' perpendiculaire au plan Q. 

Prenons, sur cette perpendiculaire, un point 
quelconque M'; abaissons M'H' perpendicu- 
laire à A' et traçons M'G; enfin, par G, me- 
nons un plan XOY perpendiculaire & A', et 
projetons M', en M", sur YOX, M'' en A, 
sur OX et traçons MA. 

Nous avons 

MH=_OA, MG'=:MÂ^+ÂG', _M^H' = OW. 

or OM"* — M^ = QÂ'- AC^= MH' - MC' + MA' = MA*. 
Mais M'G' = M'M"' + M"C* = MA* + M^*. 

Par suite, M'G = OM'' = M'H'. 

Ainsi tous les points du cylindre parabolique ayant pour base la para- 
bole qui, dans le plan ZOX a pour foyer le point donné G et pour direc- 
trice A', sont des points également éloignés de G et de A'. 

Réciproquement, tout point M^ tel que MG = M'H' se projette sur 
ZXO en un point M tel que MG = MU. Le lieu des points qui, dans 
l^espace, sont à égale distance d'un point fixe et d'une droite fixe est uu 
cylindre parabolique. Alors, les points qui, dans un plan, sont & égale 
distance d^une droite et d'un point sont situés à l'intersection de ce plan 
et d^un cylindre parabolique ; ce lieu est donc une parabole. 

On peut établir ce résultat bien simplement. 

Nous avons, en effet, ramené le problème au suivant : 
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On donne un plan P ; une droite A^ dans ce plan; et un point G, hors du 
plan. Trouver t dans le plan V, le lieu des points éqtUdistants de et de 1\ 

Prenons A' pour axe ot/, le plan P pour plan des a^, la projection 
de G sur ot/t pour origine, la projection 
de OG, sur P, pour axe ox et enfin 
une normale au plan P, au point 0, 
pour axe oz. Soit I un point du lieu, 
lA' sa distance à oy, on a lA' == IG ; 
ou, en désignant par (a, o, y) les coor- 
données de G, _ 

a;»=ÎG'="ÏB*+ BG*=;iD*-hBD' -h BGS 
c'est-à-dire 

a^ = t/» + (a — X)* -^ Y*. 

Le lieu est représenté par Téquation 
y* — 20UB -h i* = o, 
en posant OG = i. 

Le lieu est donc une parabole ayant pour sommet le point S, point de 
rencontre de ox avec la perpendiculaire élevée au milieu de OG. Le 
paramètre de cette parabole est égal à 2OB. Le sommet est déterminé, 
ainsi que le paramètre; donc, etc. 




QUESTION 214 

Solation par J. Lhébrard, élève du lycée de Montpellier. 



Soit une courbe du quatrième degré ayant deux points doubles 
à rinfini. En général, il n est pas possible de lui inscrire un paral- 
lélogramme dont les côtés soient parallèles aux asymptotes. Si la 
chose est possible, die Vest dune infinité de manières. On demande 
alors le lieu des centres de ces parallélogrammes. (E. G.) 

Je prends pour axes de coordonnées les parallèles menées 
par un point quelconque du plan 0, aux directions asympto- 
tiques de la courbe. Uéquation de celle-ci est alors de la 
forme 

(1) (a? — a)(x — a')(y — ô)iJ/ — b') -h ÀuXy -h Bx 4- Cy h- D = o. 
Les droites a? — a = o, a? — a' = o, y — 6=0, y — 6' = o 

représentent les asymptotes. 

Les abscisses des points de rencontre de la courbe (1) avec 
la droite y = p», sont dénuées par l'équation suivante : 

(2) i»«((i. - 6)(;jL - b') - [(a + a')(jx - 6) ([x - 6') - A^jl - BJx 

+ aa'([L — 6)([A — 6') + G[A + D = o. 
En coupant la courbe par la droite y = X, on aurait, pour 






164 JOURNAL DE MATHÉMATIQUBS SPÉCIALES 

délerminer les x des points de rencontre, une équation ana- 
logue. Pour que les droites y = |x et y = X soiect les 
côlés d'un parallélogramme satisfaisant a la question, il faut 
et il suffit que ces deux équations en x aient les mêmes 
racines, c'est-à-dire qae Ton ait 
(X - 6)(X - y) _ (g -h a'){\ - b)(\ - y) ^ AX - B 
(j4. - 6)((x - y) "" (a-fa'jdx - 6)(h. - 6') - Aja - B 

_ aa^(X --6)(X- y) + ex -f-D 
" aa\iL - 6)({x - b') h- Ga + D 
En retranchant les dénominateurs des numérateurs et 
divisant par X — p. qui n'est pas nul, il vient ; 
X-f-|x-6-6^ _ (a-f-aO(X4-fx-fr~y)-A 

([X - 6)({x - y) " (a + a')(p. - b){i^ _ 6') - A[a - B 

aa'(X 4- (X — 6 — y) -h G 



aa'(p. - 6)([x - y) H- Gfx 4- D 
Ceci peut encore s'écrire ; 

X + ^ - 6 - y ^ A ^ G 

(fx - 6)(fiL - y) Afx + B G[A4-D* ^^ 

Les deux derniers rapports montrent que, pour que le pro- 
blème soit possible, on doit avoir : 

AD - BG = 0. 
Si cela est, oq peut choisir |x arbitrairement, X est donné 
par les deux premiers rapports (3). Il y a alors une infinité 
de parallélogrammes satisfaisant à la question. Les coor- 
données du centre de l'un de ces parallélogrammes sont : 

a -h a' AjjL 4- B 



X = 



2 2({X - fe)(fx - 60 



__ X 4- [X __ b-hb' AftJL -' 6)(fx - y) 

~" 2 ~" 2 2(A(JL 4- B) 

Le lieu de ce point est donc : 

G'est une hyperbole ayant pour asymptotes les droites 
joignant les milieux des côtés du parallélogramme formé par 
les quatre asymptotes à la courbe du quatrième degré consi- 
dérée. 
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QUESTION 326 

Holatlon par G. Grolleau, Répétiteur au lycée de Marseille. 



Étant donnée une ellipse de foyers F et F', trouver le lieu décrit 
par un point P tel qu*en menant, de ce point, les tangentes à 
f ellipse ayant leurs points de contact en M, M', les droites MF et 
M'F' se rencontrent sur Vellipse, Montrer que ce lieu se compose 
des deux directrices de Vellipse et d'une ellipse. 

Le lieu du point de rencontre des droites MF et M'F' est aussi 
urte ellipse. • (E. N. Barisien.) 

Soit N le point de l'ellipse où les droites MF et M'F' se 
rencontrent. 

Les coordonnées d'un point de l'ellipse pouvant se repré- 
senter par les formules 

I - /* ^ 2t 
X = a • y = h . » 

appelons t^, t^, t^ les paramètres correspondant aux points 
M, M', N. 

La relation qui exprime que les trois points M, F, N sont 
en ligne droite est: 



I — / 



a 



2bt^ 



a 



I •+• t\ 


l +tl 


c 





l-t\ 


2bt, 


l + t\ 


I +tl 



= 0, 



En développant et simplifiant, on obtient 

a — c -^- t^t^{a + c) = o. 
En écrivant que les trois points M', F', N sont en ligne 
droite, on arriverait à la relation 

a -h c + t^t^ia — c) = G 
en éliminant t^ entre ces deux relations, on obtient la relation 

t^ _ (g - c)' 

^*^ ^ " (o + c)« 

entre les paramètres des points M et M". 
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L'équation de la droite MM' est 

bx(i — t^tt) H- ay(/i -H /,) = ab(i + t^Q. 
Si nous identifions cette équation avec celle de la polaire 
du point P(a;o, y^), nous obtenons 

(^) (S) ft^i ^ gyo ^ ^ . 

et l'élimination de /i et t^ entre les équations (1), (2), (3) donne 
réquation du lieu. 
Or, les équations (2), (3) peuvent s'écrire 

a — ajo = (« -+" «o)^^ 

2ay^ = b{a-\- a?o)(^ + O • 
En portant, dans ces équations, la valeur de t^ tirée de (1), 
on obtient 

(a 4- cy(a — Xo) = {Xo + a){a — cjHl, 
oyoip. 4- c)" = 6(aJo + a)(«* -*- c*)^„ 
en éliminant /, et supprimant la solution étrangère a; + a = o, 
on trouve, après avoir rendu les coordonnées courantes, 
6«(a« + c*)*x» -h a* (a« - c») V - a^h^a^ -+- c*)* = o, 
qui est Téquation d'une ellipse. 

Remarque I. — Il est facile de voir que cette ellipse ne 
constitue pas le lieu complet; en effet, si les points M, M 
sont en ligne droite avec le foyer F, ils satisfont bien à la 
condition de l'énoncé, mais la relation entre t^ et t^ n'est 
plus la relation (1), mais la suivante 

a -- c '\- t^t^{a H- c) = o. 
L'élimination de ti et /, entre les équations (2), (3) et la 
précédente est immédiate et l'on trouve pour lieu la droite 

c 

On démontrerait de la même façon que la seconde directrice 
fait partie du lieu. 

Remarque II. — Ces deux derniers résultats sont évidents 
si l'on observe que les directrices sont les polaires des foyers 
correspondants. 

2° Lieu du point de rencontre des droites MF', M'F. — Les 
équations de ces deux droites peuvent s'écrire 

(4) (a 4- c)y/2 4- 2b{x — c)t^ — y(a — c) = o 

(8) (a — c)yti + 2b{x 4- c)^i — y(a 4- c) = o. 
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L'élimination de t^ eit^ entre ces deux équations et Téqua- 
tion (1) donne l'équation du lieu. Tirons t^ de (1) et porlons- 
le dans (5); il nous reste à éliminer t^ entre les équations 

(a + c)ytl ■+• 2b{x - c)^ - y(a - c) = o, 
(a — cYyil + 2b(x + c^a^^ — c*)V, — y(a h- c)« = o. 
L'élimination de t^ est immédiate. On a : 
î/*[(a+c)«-(a-c)«p=46Y(a»-c«)«[(a?-c)(a--c)»--(a^Hî)(a+c)»J 

[(x— c)(a-4-c)»— (a;-4-c)(a— c)»]. 
Si nous supprimons la solution étrangère j/" = o, il nous 
reste : 

= -46»(a«-c«)|aî[(aH-c)»-(a-c)»]-hc[(aH-c)»-{-(a-c)«]} 

i.x[(a-hc)»-(a-c)»]-c[(a4-c)»-F(a— c)«]}, 
ou, finalement, 

6«(c« H- 3a«)»a5> + a\c^ 4- 3o*)«(a* 4- 3c«)V = a*b^{a^ + 3c«)>; 

équation d'une ellipse. 



QUESTIONS PROPOSEES 



370. — Soient trois points M^, M^, M, dont on connaît 
les coordonnées barycentriques a^, p^ . . . ; désignons par 
a\ b\ c' les côtés du triangle M^M^Mj , et soient /, m, n, 
des indéterminées satisfaisant à la condition / -h m + n = o. 
Montrer que les coordonnées d'un point quelconque M du 
cercle circonscrit MjMaM, peuvent être représentées par 

a:B: y: = (t-^ -^ H -) : ... 

formule dans laquelle on a posé : 

(j = a -h p -4- y. 
De même, les coordonnées cartésiennes homogènes de M 

sont X : Y: Z = (— r-' H * H '] : . . . 

\ / m n / 

Si /,w, n, sont données, dire sur quelle région du cercle se 

trouve M. (A* P&ulain.) 

371. — Trouver toutes les valeurs rationnelles de a, a\ a", 
by b\ b"y c, c', c" qui satisfont aux équations 
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a* + a'« + a"* =-- i , ab -h a'b' + a"¥ = o , 
6» + 6'. + ft''« = I , 6c -4- Vc' + Vc" = o , 
c» -4- c'« + c"» = I , ca + c'a' + c"a" = o . 

(E. Catalan). 

372. — D'un point quelconque A d'une ellipse donnée on 
abaisse les trois normales A6, AG, AD. Si le point A se déplace 
sur l'ellipse, le centre de gravité et le centre du cercle circons- 
crit au triangle BCD décrivent^ chacun, une ellipse. 

(E.^N. Barisien.) 

373. — D'un point P du plan d'une ellipse donnée on 
abaisse les quatre normales à l'ellipse, dont les pieds sont 
AyB, G,D<>: et on considère les cercles circonscrits aux quatre 
triangles ABC, ACD, ABD et BCD. 

1^ Le lieu des points P tels que la somme des carrés des 
distances des centres de ces quatre cercles au centre de lel- 
lipse soit constante est une certaine hyperbole H ; 

2^ Le lieu des points P tels que la somme des carrés des 
rayons des quatre cercles soit constante est une autre hyper- 
bole H' concentrique et homothétique à l'hyperbole H; 

8® Quel que soit le point P, la somme des puissances du 
centre de l'ellipse par rapport aux quatre cercles est cons- 
tante. (E.'N. Barisien.) 

374. — En un point A situé sur une parabole P on mène 

la normale à la parabole. Soit A^ le point de contact de cette 

normale avec la développée. Soit, de même, A, le centre de 

courbure de la seconde développée correspondant à Aj , et A, 

le centre de courbure de la seconde développée correspondant 

à A,. Si Rq) ^19 ^s désignent les rayons de courbure successifs 

de la parabole, de la première et de la seconde développée en 

A, Al, A„ OQ a, quel que soit le point A pris sur la parabole, la 

relation 

3RoR, = 9R? 4- 4R?. 

(E.-N. Barisien,) 
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NOTE SUR QUELQUES PROPRIETES 

DE LA PARABOLE ET DE SA DEVELOPPEE 

OBTENUES EN CONSIDÉRANT CES COURBES COMME UNICURSALES 
Par M. JE. -IV. Barisien, ancien élève de TÉcole Polytechnique. 

{Suite, voir page 146.) 



Application des formules précédentes à quelques normales 

remarquables. 

1® Considérons la normale abaissée de l'an des points 
d'intersection réels de la parabole avec sa développée. 
On obtient cette normale en faisant 

Alors pm^ = ^-^ > 

m 

équation qui revient à 

(m* — 2)(m' 4- i) = o. 

Les valeurs réelles sont m = ± ^2. 

Considérons lavaleur m = — \/2, 

On trouve alors, pour les coordonnées de M, CelC; 



M^ ' '' et^ " J. C'^ ^ 



Xi = p, C ( X=4p=a;'', 

- et - ^^ r 

y, = p\/2, N ( Y=-2pv/2=y', / ^ ^ yi. 



4 
L'équation de cette normale est donc_ 

y = — (a? - 2jo)v/2. 

On trouve facilement que : 

OR = RD, RC = 2MR, OS =_SR, ^ CC = 3MC', 

fX = V = — 2\/2, __ 

D = R = MG = 3pv/3, 
N'C = 3MM'. 
DoQC, la projection, sur l'axe, du point M de cette normale 
remarquable, est le sommet de la développée. 
Les droites MM' et N'C sont parallèles. 
La droite MM" passe par le foyer F. 
Cette normale jouit encore de deux autres propriétés remar** 
quables. 
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Elle est à la fois tangente, en G, à la développée, et normale, 
en G", à cette même développée. 

Getle normale est celle qui intercepte sur la parabole la 
corde de longueur minima. 




2® Normale à l'un des points d! intersection réels de la parabole 
et de sa développée. 
On doit avoir x^ = $, 

4P = ^' 



ou 



ce qui donne 
On trouve : 



m = — 2 \/2. 



X=i3p, 



et - G 

^'f j/i=Tri=2pv/2, ( Y=-i6pv/2, 

et R = 27p = D', D = — , 

4 



N 



"" 4 



y^ 



bp\J 1 



OR = 5p. 
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L'équation de cette normale est 

y = — 2(x — 5p)\/2. 
3^ Normale telle que les droites MM', NN' soient perpendiculaires. 

On a jjLv = — I, ou m = 2v/5. 

La normale a pour équation 

y = 2 v/5(.T — I \p). 

iP Normale telle que les aires curvilignes OPM, SGD soient égales, 

p^m^ 3p*m* 



On a 



3 5 

v/5 



d'où m = 

L'équation de cette normale est donc 

v/5/ 23jo\ 

s» Normale telle que D = 2R. 

CN 

On trouve MR = RG = 

2 

3p 

Son équation est y = x • 

2 

Celte normale est celle qui intercepte dans la parabole le 

segment d'aire minima. 

* 2 G < 2 C'< N j 2 

6® Normale telle que D = - • 

2 

On trouve m = 2 , avec l'équation 

y = 2(aj - 3p). 

MJ ^^ = ^^' g1 J = f J — T' nS ^'=f' 

I y, = -2p, 1 Y.8p^ j ^^^^^ l ^,^3^ 
7® Normale telle que D' — — • 

On trouve m = — rr > avec l'équation 

v/5 



-7!('-t) 
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8® Normale telle que 2D' = D. 
On trouve 



m 



= jV4-+- 2/22. 



9^ Parmi les normales rem>arquable9, il y en a deux que 
M. Ossian Bonnet avait étudiées en 1844. (Nouvelles Annales 
de Mathématiques, p. 65.) 

a) La normale ioterceptanl dans la parabole l'aire minima 
est celle qui est inclinée à 45® sur Taxe. C'est d'ailleurs celle 
qui est étudiée sous le paragraphe 5. 

b) La normale interceptant dans la parabole Varc minimum 
a pour équation 



2X + y/3 = 



lop 



2 



Pour cette normale, le rayon de courbure = - de la corde 

3 



normale. 



(A suivre.) 



SUR UN THEOREME DE JAMES GREGORY 

( Suite f voir page 145.) 



Note 1. 



11. — On voit le germe du théorème de Gregory dans 
l'ouvrage de Wallis, de Cycloide (Oxford, 1659). Newton Ta 
également retrouvé sous une autre forme plus élégante, qui 
pourrait, avec avantage, lui être suppléée ("ife/Aodte^ fluxùmum,) 
Gregory, puis Barrow (Lectiones geometricœ, 1669) avaient 

entrevu cette construction nouvelle: 

Considérons une courbe quelconque 

OM et une droite quelconque OP. 

Du point M abaissons une ordonnée 

MP, menons l'arc de cercle NP égal 

en longueur à l'ordonnéo MP : il est 

(Fig. 5.; facile de voir que les arcs du lieu N 

sont égaux à leurs correspondants sur OM, etc. La courbe 

ON est donc Vevoluta de la courbe OM, 

Newton ramène, au moyen de cette remarque, la quadrature 
et la rectification des spirales à celles des paraboles. 
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Note II. 

12. — Guido-Grandi, dans l'opuscule intitulé Flores Geo- 
metrid (Florence 1728) appelle rosace (*) (rhodonea) la courbe 
déterminée ainsi : on prend, à partir du point A d*une circon- 
férence fixe de centre 0, les arcs AN, AH en proportion donnée\i; 

(*) Nous ayons représenté (fig. 6, 7, 8, 9) quelques rosaces. 
L'équation générale des rosaces est, en coordonnées polaires, 

p = a cospb). (1) 

En changeant (o en (o, on peut aussi représenter les rosaces 

par réquation 

p = a sinpo). 

La construction de la normale aux rosaces se fait très simplement en 
appliquant le théorème suivant qui n'a peut être pas été remarqué. 

Théorâhe. ~~ La normale en un point M (pi, tû^ (Tune rosace coupe le vecteur 
faisant avec Ox un angle égal à (p + i)o>i , en un point M' tel que 

OM' =a—^ . 
p— I 

On peut le démontrer de la manière suivante. 

Prenons Téquation (1); l'équation de la normale au point pi, (On ^^ 

comme Ton sait, 

II V ' i / » 

- = - COS (o) — Ci)i) -h — Sln (w — Wj ), 

p Pi Pi 

ou, dans le cas présent, 

a COS (w — Wi) sin (co — w,) .3 

p cospcoi p sinpa>i 

Cette équation peut se mettre sous la forme 

p sinp(i)| cospcdi , . . . . 

a \. £-—! i—i = (p — i) COS ((0 — w,) sm pw, 

P 

+ COS (w — w,) sinpa>i — sin (w — wj) cospa>|. 

On a donc 

p sinpa)< COSpa)i . . . . . . • r/ . \ i 

o *- 1-J il—* = (p — i) cos(w — w,) sm pwjH- sin[(p -h Ow, — wj. 

P 
Faisons w = (p + i)wi , nous avons 

V ^ 

** p— i 

Ce qui établit la proposition énoncée 

On peut aussi construire directement la tangente, en appliquant le 

théorème suivant : 

La tangente au point M[pi , (Oi) d'une rosace correspondant à réquation 

p = a COS po), 

coupe le vecteur oz qui fait avec ox fangle - + (p -H i )w, en un point K , 

2 

OK' 
qu*on détermine en prenant OK = ; K' désignant le point où la per- 
pendiculaire élevée, en M, à OM, rencontre oz. 
yupe de ces courbes (p = R cos2w), la rosace à quatre l)ranche9, 
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et SU7* OH, la longueur OM égale à la perpendiculaire abaissée 
de N sur OA; le lieu du point M est la courbe en question. 



Fig. 6. 




Fig. 7. 




^ Sm :r (I). 

3 



p ^ sin - (o. 
4 



F%g, «. 



Ft^. «. 





p = sm - 0). 



p = sm - (I). 
4 



Il trace les tangenles et trouve que taire de chaque foliole 
est égale à la moitié de celle du secteur circulaire circonscrit et 
que la courbe se rectifie par un arc d'ellipse. Il détermine des 
lunules quarrables. 

nous a servi à construire le trisecteur que nous avons récemment présenté 
au congrès de Besançon. En général, la rosace qui correspond à Téquation 
p = R cospb), peut servir de base à un instrument permettant de partager, 
très simplement, un angle en [p + i) parties égales. G. L. 
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Voici ses principaux théorèmes traduits en style géomé- 
trique moderne : 
Si k est entier, la courbe se compose de 2k feuilles distincteSy ou 

Fig, 40, 




\ 



p = sin - et sa conchoïde p = - 4- sin -• 
2 22 

de k, selon que k est pair ou impair; si k est incommensurable^ 
la courbe comprend tous les points du cercle générateur. 

Désignons par R (a, k) la rosace décrite avec le paramètre 
k, avec le cercle de rayon a : la rosace R fa, ij 5e com- 
pose de deux cercles tangents ayant 

chacun un rayon - • 



LarosaceR 



^a,i) peut 



encore se 



B 






construire ainsi: décrire la drconfé- (Fig- 44,) 

rence OB, mener BH quelconque y puis OH et prendre 0M = OK, 
le lieu de M est le lieu cherché. 

Ou bien : on prend KM = KL, ce qui donne le même point M (*) . 

(*) Cette courbe a la forme de deux cardioïdes égales et symétriques par 
rapport à leur point de rebroussement qui est commun. On peut encore 
Tobtenir en projetant sur le rayon OH le milieu G de Tare BH, ou en 
rabattant sur BH ce mémo milieu G, et de plusieurs autres manières. 

Sur OH prenons de part et d'autre de H des longueurs Hm, Hm' y égales 
à HB, le lieu des points m^m^ est une conchoide de cette rosace [tig. 13). 



M KT . 
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Sur un rayon OA de la base d'un cône circulaire droite prenons 
un point quelconque I, décrivons la circonférence de rayon 01 : 
le cylindre droit qui a cette circonférence pour base coupe la sur- 
face latérale du cône suivant une courbe qui^ après le développe- 
ment de cette même surface latérale^ est une feuille de rosace. De 
là, une nouvelle quadrature (*). 

Sur le cercle générateur comme grand cercle, décrivons une 
sphère, que nous couperons par le cylindre droit construit sur la 
rosace: Tintersection des deux surfacesestunecourbe à double 
courbure que l'auteur appelle délie (clœlia); la délie est recti- 
fiable par un arc d* ellipse, et elle détache de la surface hémisphé' 
rique des surfaces quarrables si k est entier, ce qui résout le 
problème de Viviani avec une grande généralité, La solution de 
Yiviani correspond à k = i (**). 

A titre d exercices géométriques élémentaires, nous ajou* 

terons ce qui suit : 

Le limaçon L ( a, -j est identique à la 

rosace R ( 2 a , - J • On peut le construire 

ainsi : de f extrémité A du diamètre AB, 
décrivons un arc circulaire quelconque 
GH qui coupe en H la drconférence fixe AHB, puis prenons 
arc HM = %arc HB ; le point M appartient au lieu cherché. 

(*) D'après une remarque de Jacques Bernoulli, une surface quelconque 
tracée sur la surface latérale d'un cône droit est à sa projection sur le plan 
de la base dans le rapport du côté du cône au rayon de la base. De là le 
moyen de construire sur cette surface une infinité de courbes quarrables. 
De là également la quadrature immédiate de la rosace . 

(*•) La spirale sphérique dePappus correspond à k = -: c'est la pre- 

4 
mière quadrature d*une figure limitée par une courbe à double courbure 

sur une surface courbe. 

Montucla a observé que la surface latérale des deux cylindres de Viviani, 
dans la sphère, est quarrable; et Bossut, que le volume excédent de la sfhère 
se calcule de même, sans l'intervention d'aucune transcendante. 

Fuss a fait yoir que les remarques de Montucla et de Bossut s* appliquent à 
une délie quelconque , pourvu que k soit entier. 

Nous terminerons par Ténoncé de deux propriétés intéressantes de la 
courbe de Viviani ou clélic C{a, i); la première, due à Jean Bernoulli; la 
seconde à d*Arrest [NouvMn, 1852) ; eJ les sont susceptibles de généralisation . 

Cest le lieu des points de la sphère teis que les accroissements sont égaux en 
longitude et en latitude j c'est qmsi la projection stéréographi^d'un^ lefnniscate. 
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La rosace peut se coDstruire par points de la manière sui- 
vante : De part et d*autre du point fixe A, on prend arc AN 
= (k — I ) arc AH et l'on projette N sur OH 
(fig. 13). 

Ou bien (fig, H), on prend arc AN = 2k arc 
AH et sur OH, on porte OM — AN. 

Ou bien (fig. 11), on prend un rayon moitié 
moindre, on construit arc BN = k arc BH et on 
rabat AH sur AN par un arc de cercle. 

Cette construction est la plus commode de toutes. 

Dev^ circonférences égales tournent uniformément autour d*un 
point fixe qui leur est commun, les vitesses angulaires étant entre 
elles dans un rapport constant k. Le lieu de leur intersection 

variable n'est autre chose que la rosace R f 2a, p j • Si l'une 

des circonférences est remplacée par une droite, le lieu est la rosace 
R(2a, i — k). 

Deu^ tringles égales et articulées, telles qu'un compas, sont 
mobiles dans leur plan de manière que leurs extrémités libres se 
meuvent uniformément sur la même circonférence: le lieu de r ar- 
ticulation est une rosace. 

La podaire de fépicycloïde (*) E (a, b) n'est autre chose que la 

rosace R fa -h 2b, r)* Ainsi la podaire de la cardioïde 

E(a, a) est identique au limaçon R (3a, - j • La podaire de l'hy- 

pocycloïde à n rebroussements E(na, — a), est identique à la 

rosace R ( na — 2a, ) • 

\ n — 2/ 

Lépitrochoïde E (a, b, a -1- b) est la rosace 

R (2a H- 2b, r ]• 

\ a -h 2b/ 

Réciproquement, toute rosace est une podaire d'épicycloïde et 
une épitrochoîde de la forme E(a, b, a -h b). 
La trajectoire du centre d'une circonférence qui reste toujours 

(*) a, rayon du cercle fixe; 6, rayon du cercle mobile; b peut recevoir 
le signe + ou le signe —, suivant que le roulement est extérieur ou inté- 
rieur. 
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tangente à deux droites OP, OQ se mouvant uniformément autour 
du point est Vinver se dC une rosace. 

Développons sur un plan la sur face latérale d'un cône circulaire 
droit après qu'il a été coupé obliquement par un plan. La courbe 
obtenue est l'inverse dHune conchùtde de rosace qui se quarre et se 
rectifie par des segments et des arcs d ellipse, de parabole ou d'hy- 
perbole. 

Note III. 

13. — Dans la première partie de cet ouvrage, Tauteur déter- 
mine la tangente à la logarithmique, sa quadrature, sa rectifi- 
cation, le volume et la surface latérale du solide de révolution 
qu'elle produit en tournant autour de sa base et les centres de 
gravité de ses segments et du même solide de révolution. C'est 
donc lui, et non Guido-Grandi, qui doit être réputé comme 
ayant le premier démontré les théorèmes de Huyghens sur la 
logarithmique. 

Dans la seconde partie, il étudie les rapports de la spirale 
hyperbolique avec la logarithmique et avec l'hyperbole, en 
détermine la tangente, la quadrature, la forme et la rectifi- 
cation. 

Cet ouvrage, ouïes démonstrations sont écrites dans le style 
de la géométrie ancienne, est très remarquable. 



DÉMONSTRATION GÉOMÉTRIQUE DU THÉORÈME DE FRÉGIER 

RELATIF AUX QUADRIQUES 
Par M. A. Nojer, élève au Collège Ghaptal. 



Nous nous proposons d'établir, par la géométrie pure, la 
proposition suivante, connue sous le nom de théorème de 
Frégier. 

Si par un point fixe d'une quadrique r, on mène des paral- 
lèles à trois diamètres conjugua d'une quadrique cd, qui coupent 
r en trois points A, B, G, le plan ABC pivote autour d'un point 
fixe, lorsque les diamètres conjugués varient. 

Si OC reste fixe, OB, OA vont se déplacer dans un plan 
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Fig. 4, 



parallèle au plan diamétral conjugué de OC, dans laquadri- 
que (i>; ce plan que nous appellerons, 
par abréviation,p/ancon;u^ëe(e OC, 
coupe la quadrique F suivant une 
conique; et nous savons, d'après le 
théorème de Frégierrelatif aux coni- 
ques, que AB pivotera autour d'un 
point fixe P, tel que OPest conjugué 
de la tangente OT à la conique, sec- 
tion de F par le plan AOB. De la même manière, si OB reste fixe, 
AC passera par un point fixe Q situé sur la droite conjuguée 
de la tangente OT'; les deux droites BQ et CP se coupent 
donc en un point I, situé sur la droite Oa;, conjuguée du 
plan diamétral de a>, parallèle au plan tangent, en 0, à la 
quadrique F; car (OC, OP, OT) et (OB, OQ, OTO sont respec- 
tivement des couples de directions conjuguées de la quadri- 
que directrice cd. 

Cela posé, considérons un autre couple OA', OB', OC tel 
que OA, OB, OC (fig, 2) (*) et prenons OK, intersection des 
plans conjugués de OA et de OA', de telle sorte que AOA' 
soit le plan conjugué de OK. 

Soient OH la droite conjuguée de 
OK dans le plan BOC, conjugué de 
OA; et OH', conjuguée de OK dans 
le plan B'OC; les droites OA. OH, 
OA', OH' sont dans le même plan, 
conjugué de OK, car OK, OH, OA et 
OK, OH', OA' sont des couples de 
droites conjuguées; il résulte de là 
que, si K, H, H' sont les points de rencontre des droites 
OK, OH, OH' avec la quadrique F, les droites AH et A'H' 
se coupent en un point M, qui est le point de Frégier du 
plan conjugué de OK, point analogue aux points P et Q, 
que nous avons considérés précédemment (fig. 4), Du reste, 
le point de Frégier N, du plan conjugué de OA, est à 

(*) Les points N. W sont deux points situés respectWement sur les 
droites HK, H'E; mais ils n*appartiennent pas nécessairement aux 
droites OA', OA comme le représente, à tort, la fig* 2. 




Fig. % 
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rintersection de BG et de HK, et de même N', du plan conju- 
gué de Ok\ est à la rencontre de B'C et de H'K. Mais, d'après 
la première partie, les droites KM, A.N, A'N' se coupent en 
un point I, intersection de la droite Ox^ définie précédem- 
ment, et de KM; du reste, AN et ATN' sont respectivement 
dans les plans ABC et A'B'C ; si donc ABC reste fixe, tous ]es 
plans tels que A'B'C, passent par le point I intersection de 
Oo? et de ABC. 

On voit, de plus, que le point fixe I est situé sur la droite 
passant par dont la direction est conjuguée, relativement à 
la quadrique directrice &>, de la direction du plan tangent en 
à la quadrique donnée F. 

DEMONSTRATION DU THÉORÈME FONDAMENTAL 

DE LA THÉORIE DES EQUATIONS 
par M. Crultton, professeur au lycée d* Amiens. 

Ce théorème dû à d'Alembert s'énonce ainsi : 
Toute équation entière à coefflcients de la forme a -f- bi (a, b 
étant réils) a au moins une racine de cette forme. 
Je rappelle d'abord deux choses : 

1. — Au début de Talgèbrè, on montre que si un polynôme 

f{x), de degré n, en x, s'annule pour n valeurs différentes 

de a;: a^ a„ •. a»; on a 

f{x) = A(x — ai)(x — a,) ... (oj — a») 
A étant le coefficient de ac". Si a? varie de — oo à -h oo , f{x) 

change de signe en s'annulant et conserve un signe invariable 
dans chacun des intervalles formés par les quantités 

-— 00 , a^, a,, . . . Ony H- 00 . 
D'ailleurs, f(x) ne peut s'annuler pour une (n -h i)*"® va- 
leur d'à;, à moins d'être identiquement nul. 

2. — Pour démontrer le théorème de d'Alembert, il suffit 
d'examiner le cas où les coefficients sont réels. S'il n'en est 
pas ainsi, l'équation s'écrit 

P + Qf = o, 
P et Q étant des polynômes entiers à coefficients réels, et 
l'on est ramené à démontrer que l'équation 

P» + Q« = o, 
admet une racine. 
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Soit donc Téquation à coefficients réels 

a** + PiZ"^^ -h . . . + Pn-i» 4- pn = o. 
Je supposerai pn^ o; sinon, Téquation admettrait une 
racine : z = o. 

Je vais montrer qu'il existe un nombre positif p et un 
angle 9 (o < cp < tc) tels qu*en faisant la substitution 

z = p(cos ç 4- sin 9), 
l'équation soit vérifiée. 

Il faut pour cela que p et 9 satisfassent, simultanément, 
aux deux équations 

p**cosn<p-h/>ip**-*cos(n— 1)9-1- .. . -Hpn-ipcos9-+-p = o 

p'»sinn9H-/>ip**-*8in(n— 1)9-1- . . . -hpn-ip8in9 =0 

ou bien que Ion ait, en divisant par p" et en posant — = r ; 

P 

(1) cosn9-i-Pircos(w— 1)9-1-. . .H-p«_ir^*cos9 -{-p^r^^rz o, 

(2) sinn9 -hPirsin^n — 1)9 4- . . . -f-/)**-*r'*-*sin9 = o. 
Etudions d'abord la première de ces deux équations. 
Gomme cos ptp est un polynôme de degré p en cos 9, 

le premier membre de {\) est un polynôme de degré n en 
cos 9, si on Tordonne suivant les puissances décroissantes, 
on a, en posant cos 9 = 0; 

(3) /*(i», ^) = Aa?*» -H ... = o; 

A est une constante; les autres coefficients sont des polynômes 
en r. 
Pour r = o, cette équation se réduit à 

cos n<f = o. 
Elle est vérifiée si 

9= h A- «=0, T,2, ...,7l— I. 

^ 2n n 
Elle admet donc n racines distinctes en x 



*1> *t> •••*!» 



ajk+i = COS (— -h A - ) 

\2n n/ 



De plus, on peut trouver une valeur R de r assez grande 
pour que f{Xy R) soit toujours du signe de son dernier 
terme Pn^^, quel que soit 9 ; et, par conséquent, ne s'annule 
pour aucune valeur de x comprise entre — i et h- i. 
Une fois pour toutes, nous ne ferons varier x que dans 
l'intervalle (— i, -f- i). Il suffit en effet de choisir R pour 
que le polynôme en R obtenu en remplaçant dans (1) tous 
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les coefficients par leurs modules et les cosinus par i soit 
toujours du signe de son dernier terme. 

On supposera dans la suite qu'il n'existe pas de valeur r 
telle que fix^ r) s'annule pour x = i ou jî = — i , sans 

cela l'équation donnée admettrait la raciae réelle ± p =± - 

et le théorème serait démontré. 

Supposons, un instant, que pour r = r'j^' < R), le poly- 
nôme /'(rc, r') s'annule pour n valeurs distinctes de x (ceci 
est vrai si r' = 0) 

oiu a4» • . • aîn, — I < a:î < I, 

on aurait /"(aï, r') = k{x — a;i)(a? — a4) ... (a? — a?»). 
Nous allons montrer que l'équation (3) définit n fonctions de r 

égales à o^i, â?2) • • ^n 

pour r = r\ et continues pour cette valeur de r. 

Soit, en effet, 2e un nombre inférieur à chacun des inter- 
valles formés par les nombres 

ri ' 

" I , **/j, M/2, . • • ^n, I • 

Nous avons rappelé que 

f(Xi + s, r') et f{Xi - 6, /) 
sont de signes contraires; en valeur absolue, ces quantités sont 
plus grandes que kt^ puisque chaque facteur binôme x -^ xl, 
pour X = x'i ± g eai plus grand en valeur absolue que e. 

On sait que l'on a 

(1) f{x, r' -H A) - f(x, r') = hf/(x, r' + 6A). 

Nous calculerons une valeur trop grande de /^ si nous rem- 
plaçons d'abord dans (1) les coefficients par leurs modules, les 
cosinus par i et r' + ÔA par R. Soit M le nombre ainsi obtenu 

I f{x, r' -*- A) - f{x, r') | < MA. 

Si donc Tj = -zrz- y 

M 

pour toutes les valeurs de A, telles que 

I A |< Yl, 

f{Xi + e, r' -*- A) et f{Xi + e, r") auront le même signe. 

f{Xi — e, r' + A) et f{Xi — e, r') ^ » 

et par conséquent, 

f^oii-^-t^r^ + h) et /*(a?i — 6, r'H-A) ont des signes contraires. 
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Maintenant, dans f{Xy r' + A), faites varier o; de a;^ — c 
à Xi-h t: f, qui est une fonction continue de x^ s'annulera au 
moins une fois pour x =^ Xi, fne s'annulera d'ailleurs qu'une 
fois, car chacun des intervalles (Xi ~ e, Xi -h e) contient au 
moins une racine, et ces n intervalles n'empiètent pas les Uns 
sur les autres. 

On a donc, quand r varie de r' — tj à r' H- tj ; 

/(a;, r) = k{x — x^){x — a:,) ... (a? — aj„). 

Gomme, à chaque valeur de e, correspond une valeur de 7^; 
â?i, a;,, ... Xn sont des fonctions continues de r pour r = r'. 

Pour r' = G, réquatiou f{x, r') = o a w racines distinctes, 
nous pourrons donc calculer un nombre v) = yii tel que r 
variant de o à y||, l'équation f{Xy r) continue à avoirn racines 
distinctes; ensuite, nous ferons r' = tji, nous calculerons 
7|, tel que r variant de tji à 7)1 -h yj,, /* ait toujours n racines 
distinctes; puis nous ferons r' = tii -h tj,, etc. Nous pourrons 
ainsi étendre, de proche en proche, nos n fonctions x^, x^, ... 
Xn de r; nous avons montré qu'elles variaient d'une manière 
continue en restant dans l'intervalle (— i, i). 

Autrement dit, si r est assez petit, lorsque x varie de — i 
à I, f{Xy r) s'aunule pour n valeurs distinctes de x. 

Mais, pourr=-R,/'ne s'annule plus ; donc, quand nous ferons 
croître r continûment à partir de o, nous obtiendrons une valeur 
r = r^ pour laquelle l'équation cessera d'avoir n racines dis- 
tinctes, alors qu'elle en avaitpourtouteslesvaleursplus petites. 

Je dis qu'il y a deux racines consécutives Xi, Xi^ dont 
la différence, qui varie continûment avec r, est devenue 
nulle. Si, en effet, cette différence restait supérieure à un 
nombre donné quand r est aussi voisin que l'on veut de r^ 
on pourrait étendre ces deux racines distinctes au-delà de r^. 

Nous considérons maintenant l'équation (2); son premier 
membre est égal à sin 9 multiplié par un polynôme de 
degré n — i en ce. 

Si r = 0, l'équation se réduit à 

sin n<p = o; 

elle est vérifiée pour les valeurs de cp: 

kiz ,, 

9 = — ; A; = o, I, 2. ... n. 

n 
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La première seule annule le facteur sio op; l'équation (% 
pour r = o a donc n racines distinctes en x : 

Pi, Pi» .-. Pn-l, P» = COS 



n 



Observons en passant, cette remarque est très importante : 

que Ton a 
— I < a^ < pi < a, < p, < . . . < an_i < p^i < a» < i . 

On montrera, comme tout à Theure, que l'équation (2), 

débarrassée du facteur sin 9, définit n — i fonctions, 

î/i » y* , • • • Vn^i 
qui varient d'une manière continue avec r; on les étendra 

de proche en proche et l'on ne s'arrêtera que si, pour r = rî, 

deux racines consécutives pj et yJ^^ deviennent égales. 

Lorsque r est suffisamment petit, les racines x et y se 

séparent mutuellement, 

— I < a?i < 2/1 < «, < y, < . . . < Xn-i < t/n-i < Xn < I . 

Je dis que, r variant de o à r^ (en supposant par exemple 
^1 < ^1)) deux racines consécutives deviendront égales. S'il 
n'en était pas ainsi, on aurait toujours 

a?» < y» < Xi+i . 
Mais pour r = r^ , on a 

Xi = y = Xi^i . 
Le théorème est donc démontré. 



1.— 



CALCUL D'UN SEGMENT CIRCULAIRE 

DONT ON CONNAIT LA CORDE ET LA FLECHE 

Par M. A* Anbrj. 



L — Rectification de l'arc 

f 
Appelons 2c la corde, f la flèche et 6 le rapport - • 

Le rapport 6 représente la tan- 
gente du quart de l'angle au centre 
AOC (fig. 4). 

On a donc 

(a) arcABG=4r(6 — ô"*~t~"--*)* 
comme d'autre paît 




f.^ C^-hf^ C» 
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onaura, en remplaçant et effectuant: 

(1) arc ABG= 2cfi 4- -^ 6» --i- 6* -h-^6« - ...V, 

\ 1.3 3.5 5.7 / 

d'où, si Tamplitude est faible, approximativement: 

(2) arc ABC = 2c (i -^ | Ô') • 

(Voir la noie I.) 

2. — On aura un résultat plus exact en faisant intervenh'les 
puissances quatrièmes. Seulement, pour avoir une formule 
élégante et commode, nous la supposerons formée de deux 

facteurs. 

2 2 

Or, le trinôme œ^ + ^ x -b i s'annule pour 

r5 3 '^ 



± i5 V 5 



5 — .^ - ^ 
X = ï . Remplaçant le radical par sa valeur 



V 20 2 



approchée 4/ — = - , et opérant la décomposition en fac- 
teurs ; on trouve que ce trinôme peut s'écrire 

(■-!)(-¥)• 

d'oîi, la seconde approximation 
(3) arc ABC = 2c (i -h -. 6«Vi - 7 Ô«) • 

Pour l'arc de 60®, l'erreur relative résultant de l'emploi de 
(2) sera o.02o5, et celle qui provient de l'emploi de (3), 0.007. 
La forme de la série (1) fait voir d'ailleurs que (2) est en excès 
et (3) en défaut. 

3. — On peut encore trouver une formule plus approchée. 
Posons 

(a) I + |aj-4^*+...=A+ — —=(ÈL-hB)^BCx-hBQ^x^^BC^x\.. 

J I J I ~T~\jiJC 

A, B, G désignant des coefficients inconnus. 

Identifiant les deux séries dans leurs trois premiers termes, 
on trouve successivement: 

C=7> B= — — > A— ~» 
5 ^ ? 
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de sorte que le second membre de (a) peut s'écrire 

I + ô ^ -x^-{ — - œ^. 

3 i5 j5 

Ainsi, on a, aux infiniment petits du troisième ordre près, 

GO 



26V 



arc AOG = — ( 1 3 -r ) = — { 1 3 

3 \ IDC* -i- 2/^/ 3 \ 10 • 

(Voir la note II.) 

4. — En posant i -\- -x + —- x'^ -\- ... = A4-B\/i-i-Ga? 

3 1 5 

on trouvera, de même, la formule nouvelle 



arc ABC = 



v/iooc« 4- 8o/* — 4C v/ioo -H 8oÔ» — 4 



= c 



3 ' 3 

très commode, si Ton se sert d'une table de racines carrées. 
Ces deux dernières formules sont très approchées. 

5. — On peut trouver une autre formule approchée en se 

basant sur le lemme qui suit : 

Considérons un arc quelœnque N'LN 
(fig.2),«ar?w>i7ié, LN', son quart L'N, 
son huitième, \ le rapport de 

chaque flèche à celle de Varc précé- 

1 

dent tend vers la limite -: • 

4 

Appelons /" et 9 les deux flèches 

LK, UK' ; no us aurons 

et NK'* = (p(2r- (p); 




W 



NK" = f{2r --/) 
or f* = (2.K'N)* - NKl Remplaçant, dans cette égalité, 
NK et K'N par les valeurs tirées de (a), on trouve, après 
quelques transformations: 

d'où sensiblement, si 9 est très petit relativement à r, f= 49. 

6. — Maintenant, étant données la corde AG et la flèche DB 
(fi9' ^)j tirons AB, CB; puis, aux milieux D', D', élevons des 

perpendiculaires D'B', D'^B" égales 
chacune au quart de BD; élevons 
.c de même, aux milieux de AB', B'B, 
BB",B"C, des perpendiculaires éga- 
les chacune au quart de D'B'; et ainsi de suite : nous forme- 
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rons unpol^gone dont le développemeut sera sensiblemenlégal 
à celui de Tare circulaire ayant même corde et même flèche. 

Cherchons donc le développement du polygone P„ de 2** côtés 
ainsi formé. Nous appellerons c, c^, c„ Cj, ...,/", f^ A, /i, ... 
les cordes et les flèches successives. 

On a 

^ " \2/ ' 4» 4> 4« 4« '* 4 4* 

^ *^ \ 2/ ' 4» 4* 4* 4* 4" 4* 

En général, et il serait facile de le démontrer par la méthode 
de proche en proche ; 

c* f% f% f% f 

I I /^ 

Or, la suite i H h ... + -;j3^, qui multiplie -— , est 

4 T" T" 

égale à |(. - 1 ^ 
On aura donc cl = -^, r* ■*■ 3 /^V ") * 

et, à la limite, P^ = 4(0» + \f\ 
On a donc, avec une erreur, d'autant moindre que le rapport 



ep 

- est plub petit. 



G = P^ = 2cy/ 



arc ABC = P« = 2Ci/i -+-|e« 



M. TchebychefT (Congrès de La Rochelky i882)^ a trouvé 
celte formule pour la rectification approximative d'une 
courbe quelconque qui a 2c pour corde et f pour flèche au 

f 
milieu, le rapport - étant très petit. (A suivre ) 

Voir la note III (*). 



(*) Cette note sera publiée à la fin de rarticie. 
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EXERCICE ÉCRIT (*) 

70. — D'un point quelconque A d'une ellipse donnée, de 
centre 0, on abaisse une perpendiculaire sur le diamètre OB, 
conjugué de OA, et Ton prend, sur cette perpendiculaire, deux 
longueurs A A', A A" égales à OB. De même, de B on 
abaisse une perpendiculaire sur OA, et Ton prend, sur cette 
perpendiculaire, deux longueurs BB', BB" égales à OA. 

On sait que les points A" et B" sont sur la circonférence con- 
centrique à Tellipse, de rayon (a -+- 6), et que les points A' et 
B' sont sur la circonférence concentrique à l'ellipse, de rayon 
(a - 6). 

Démontrer les propriétés suivantes : 

i® Si 9 désigne l'angle d'anomalie excentrique en A, les 
droites A'B' et A"B" sont inclinées, sur le grand axe, du même* 
angle (45*> — ç) ; 

2® Les droites A'B'', B'A" se coupent à angle droit et ont 
des longueurs égales ; 

3® Le lieu du point de rencontre des droites A'B', A'B' est 
une kreuzcurve. 

4® Le lieu du point de rencontre des droites A'B", B'A" est 
une courbe du sixième ordre, laquelle est une podaire du 
centre d'une développée d'ellipse. 

5® Le point de rencontre de AB et, A'B', et celui de AB et, 
A"B", ont chacun pour lieu, une kreuzcurve. 

6® Les points milieux de A"B', A'B" ont chacun pour lieu, 
une ellipse; 

7* Si l'on prend Ai symétrique de A', par rapport au grand 
axe, la droite AiB' coupe les axes à 45° ; 

8® Le centre des moyennes distances des quatre points 
A', B', A",B" coïncide avec le point de contact delà corde AB 
et de l'enveloppe de cette corde. (E. N. Barisien.) 

(*) Nous avons reçu de M. Barisien une solution de rexercice 69. Elle 
nous est arrivée trop tard pour être insérée dans ce Duméro ; elle paraîtra 
dans le numéro prochain. 



» i »J w■ ^l ■ ■ ;, " i . i 1 « jii 
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20 A ce moment, on place sur le corps M une surcharge de poids 
p = Q, et Ton fait agir sur le treuil un frein qui produit un moment 
résistant pi. Le corps M commence à redescendre vers le point A. 

Calculer (jl de telle sorte que le corps M arrive sans vitesse en bas du 
plan incliné. 

On négligera toutes les résistances passives, ainsi que les dimensions 
du corps M et du poids Q. On admettra que la corde ne peut pas glisser 
sur le treuil et que, pendant que le poids Q demeure immobile au fond du 
puits, elle reste tendue entre le treuil et le corps M, cette portion CD 
de corde étant d'ailleurs toujours parallèle au plan incliné. On remarquera 
qu'à une certaine époque de la descente du corps M la corde tout entière 
se trouve brusquement tendue et qu*il se produit un choc. 

On indiquera comment les résultats trouvés devraient être modifiés s 
Ton tenait compte de l'inertie du treuil, son poids étant représenté par 2P'. 



CONCOURS GENERAL DE 1893 

Solution par M. Balitrand, ancien élève de TÉcole Polytechnique. 



On donne une conique S et un triangle conjugué ABC. 

/• Démontrer que^ par un point quelconque P, de S, passent 
quatre coniques circonscrites à ABC et touchant S chacune en 
un point autre que P. 

2° Les points où ces quatre coniques touchent S sont situés 
sur une conique S circonscrite à ABC. 

3^ Quand P décrit S, S enveloppe une courbe T du quatrième 
ordre. 

4® D'un point M de la courbe T, on peut mener à cette courbe 
quatre tangentes, autres que celle qui touche la courbe en M. 
Démontrer que les points de conlact sont sur une droite D; 
trouver tenvétoppe de D, quand le point M décrit la courbe T. 

Prenons le triangle ABC pour triangle de référence et soit 

(1) aî« 4- î/' — «« = o, 

réquation de la conique conjuguée. On peut représenter les 
coordonnées d'un point de cette conique par les formules 

(2) X=: 2t, t/ = I - /% Z = I + /•. 

Soit 

(3) \yz H- [f-yx + voîy = o, 

réquation d'une conique circonscrito à ABC* Les paramètres 
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des points d'intersection des coniques (1) et (3) sont donnés 
par réquation 

(4) ><* - 2(jx - V)^« - 2(|X + v)/ - X =: G. 

Ils sont liés par les égaillés 

(5) fit^t^t^ = - I, 2âtit^ ^ o. 

Faisons, dans ces relations t^ = t^ ^ 6, et éliminons t^ ; 
nous obtiendrons une équation en 6 qui nous donnera les 
paramètres des points de tangence des coniques passant en 
P(fi). On obtient ainsi 

(6) e* + 2^0» - - 8 - I = o. 

Cette équation étant du quatrième degré, il ezisie quatre 
coniques S passant en P et touchant la conique (1) en un 
point autre que P. Comme on a les relations 

616,6,64 = — I, 

2jÔi6, = o, 
les points de tangence sont situés sur une conique circonscrite 
à ABC. 
En identifiant les équations (4) et (6), on a 

fx 4- V ^ I 

d ou X = /j , u. = > V = ; 

2 2 

et réquation de la conique passant par les points de contact 

est 

/,V3 H zx H xy^ 

2 1 

ou l\{xy — zx) -H 2t^yz + xy -h zx. 

Cette conique enveloppe, quand t^ varie, la courbe qui a 

pour équation 

t/*-s' -h z^x* — x'^y^ — o, 
ou 

/^x III 

On peut donc représenter les coordonnées d'un point de 
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cette quartique par les formules 



I I 



ic = - , y = -, a = 



2t ^ I - <* I -+■ /« 

Prenons une droite dont Téquation soit 

ux + vy -h wz = o. 

Elle coupe la quar tique (7) en quatre points dont les para- 
mètres sont donnés par la relation 

(8) W/* — 2(V — W)t^ — 2{V •+• W)t — U = O 

qui sont liés par les conditions 

^«i/, = o. 

Faisons ^, = /^ = ô dans ces relations, et éliminons /, ; 
nous obtenons l'équation 

(9) 6* H- 2«iô» - ?- ô ^ I = o, 

qui donne les paramètres des points de contact des tangentes 
issues du point {t^. 
Les équations (8) et (9) sont identiques si Ton prend 

i - t\ I + /? 

ti =r ^ , V = y W = • 

2 2 

Par suite, les points de conlact sont situés sur la droite qui 
a pour équation 

2t^x + (i — û)y + (i + tiU=o, 
ou ti{z — J/) + 2t^x + z -^ y = 0, 

laquelle, lorsque le paramètre t^ varie, enveloppe la conique 

représentée par 

X* + y^ — z^ = o, 

c'est-à-dire la conique initiale. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DR LONQCHAMPS. 
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NOTE SUR QUELQUES PROPRIETES 

DE LA PARABOLE ET DE SA DEVELOPPEE 
OBTENUES EN CONSIDÉRANT CES COURBES GOMME UNICURSALES 

Par M. E.-rV. Barisien» ancien élève de TÉcole Polytechnique. 

{Suite et firiy voir page 169.) 



Application aux trois normales à la parabole issues 

d'un même points 

Si nous considérons les trois normales issues d'un point, de 
coordonnées a, p, il en résulte la propriété suivante : 

Si y d'un point y on mène trois tangentes à la développée de la para- 
bole, ces trois tangentes rencontrent la développée en trois autres 
points. Les tangentes en ces points sont concourantes. 

En effet, l'équation des coefficients angulaires des normales 

issues de (a, p) est 

pm* — 2 (a — p)m -^ 2p = o. 

m 
En changeant m en et a, p en a', p\ on aura l'équation 

pm^ — 8(a' — p)m — î6p' = o, 
qui représente l'équation aux coefficients angulaires des trois 
tangentes à la développée, aux seconds points de rencontre 
des normales avec la développée. Or, on peut identifier cette 
équation avec la première, en posant 

a -p = 4(«'-P)» 
p = - 8^'. 

D'oU il résulte que ces secondes tangentes sont des normales 

à la parabole, issues du point dont les coordonnées a, p' sont 

a -f- 3p p 

-T~' "8- 

Aire du triangle formé par les pieds des premières normales. — 
Si l'on désigne par m^ym^^m^ les coefficients angulaires de 
ces trois normales et par S Taire du triangle, on a 
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2S= 







«» yi « 




«. y* « 


— 


«i y. « 





pmi 



pwî 



fwii 







-p»»t I 




- pm» I 


2 


-pm, 1 





.2 



TTll ?7l| I 



2 



= »l2 Wl, I 



.2 



fTls ITlj r 



— -nt 



p«A. 



ilire S' du triangle formé par les pieds des secondes normales. — 



m 



En changeant, dans les formules précédentes, m en 9 

OQ trouve 16S' = p*A; on a donc : 8S' = S. 

Aire 21 du triangle formé par le9 points de contact des premières 
normales avec la développée 



2S = 



^1 Vx I 








(x^% y% I 








«a y% ï 





p+ 



3p»i* 



t 3 
pmi 1 



.2 



3pm2 3 



2 



Spmf 3 
jo+-^^ — pi»3 I 



3jE>« 



mî m\ I 



mf mi I 



2 3 
Ma m| I 



2 



Aire S' dw triangle formé par les points de contact des secondes 
normales avec la développée. 

On trouve 



2r = ?^.i-A. 

2 32 



Donc . S = 322'. 

Nous allons encore donner d'autres applications de ces for- 
mules pour montrer combien elles permettent d'arriver faci- 
lement à certains résultats que Ton obtiendrait moins rapi- 
dement par d'autres procédés. 

Nous nous proposons à cet effet, de rechercher les équations 
des cercles suivants : 

/*» Du cercle G passant par les pieds des normales issues d'un 
même point. 

2** Du cercle Ci passant par les seconds points d'intersection 
des normales avec la parabole. 

S^ Du cercle G, passant par ksi centres de courlmre eorr^pon- 
dont aux pieds des premières normales. 

i"^ Du cercle C^ yissant par tes centrer de courbure correspond 
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darit aux pieds des secondes normales, (Ces centres de courbure 
sont tes seconds points d'intersection des premières normakê avec la 
développée.) 

I. — Cercle C. 

L'équalion de ce cercle qui passe par le sommet de la 
parabole est connue. Elle est 

(G) ,x« + y* - (a -+- p)a; - -^ = o. 

IL — Cercle C^. 

Le normale à l'un des trois points N^ , N, , Nj a pour coeffi- 
cient angulaire 

„ = _ r = _ /^î!jtiv 

p \ m I 

En éliminant m entre les équations 

pm^ — 2(a — p)m 4- 2p = 0, 
m' H- mn -f- 2 = ô; 
on aura Téquation aux coefficients angulaires des normales 
en N|« Na, N,. Or, ce système se ramène au suivant 

pm^a -h 2am — 2p = o, 

w* 4- mn -h 2 = 0. 
L'élimination de m donne 

2(pn + p)' = (pn* — 2a)(pn + 2a)^ 
ou 

(10) p.Sn' 4- 2jp(a — p)n^ — 2p(a -h 2p)n — 2 (2a* +- p») = o. 
Cherchons maintenant Tintersection de la parabole dont les 

coordonnées sont : 

pn^ 
i» = ^ , y = pn, 

avec un cercle ayant pour équation 

a;« 4- yi _ 2 Aa? — 2By -h C = o. 
On trouve 

(11) p*n* + 4p(p — A)n* 4- 8Bpn + 40 = 0. 

On détermine A, B, C en exprimant que cette équation (11) a, 
parmi ses racines les trois racines de (10). Pour cela, 11 faut 
identifier (11) avec 

fpSn' 4- 2p(a — p)a^ — 2p(a 4- 2p)n — 2(2a" 4- p*)][n — w] =i: o, 
et Ton a (op = 2(a — p), 
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P^ 2p(p - A) ^ 4Bp ^ aC 

P — P(a-f-2j9)— p<«)(a— p) pw(a+2p) — (2a*4-p') (D(2a*4-p*)' 
d'où l'on déduit 

^(^ - P) 

— -7-' 

g ^ 2ap - g* - 4P' 

4P 
jp(a - p)(2a» + ^«) 

P» 

De sorte que réquation du cercle (Ci) est 

[f^'(a+4p) + 2p(a-p)«J ^ [2ap-&«-~4p' J^. 

^ ^ p(a - P)(2a' + p') 

p» 

///. — Ccrcfe G,. 

Nous emploierons un procédé analogue à celui qui nous a 

permis de déterminer Téquation du cercle C\. 

En cherchant l'intersection du cercle correspondant à 

l'équation 

aj» -h y* — zMx — 2Ny -h Q = o, 

avec la développée représentée par les équations unicursales 

3p/* 
a? = p + -^— y = pi', 
2 

on trouve 

(12) pn« 4- ^/* - 2Np/» -I- 3pfp - M)^» + Q - 2Mp 4- p* = o. 

4 
Or les centres de courbure G^, G„ Gj correspondent à des 

valeurs de t racines de l'équation 

pm* — 2(a — p)m -4- 2p = o, 
de sorte que Ton doit identifier l'équation (12) avec la sui- 
vante : 

(13) \pt^ - 2(a - p)l + 2p][p/» + Ri' + S/ + H] = o; 
ce qui permettra de déterminer R, S, T, M, N et Q. 

On trouve ainsi les six équations : 

R=: o, 
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- 2(a - p) +S = ^, 

4 

2pp — 2R(a — p) 4- pH = — 2Np, 

2Rp - 2S{a - p) = 3p(p - M), 
pS - H(a - p) =: o. 

2pH = Q - 2Mp -t- p* ; 
qui donnent 

R = o, S = ?^^^P. H.= Pi!l±P>, 

'^ 6p 8(a — p) 

p'(8a -h p) (a-p)(8a><-p) 

2(0L — p) 3 

De sorte que l'équation du cercle C, peut s'écrire 

55* 4- V 2p H r a? H ; r — 1/ 

,p^ , * L'^ 3p J 4(«-p) * 

^''«' ^ p'(8« + P) , ^, ^ (g - p)(8a + p) _ 

■*■ 2ia-p) "*-^ ^ 3 

Remarque. — La seconde parenthèse de (13), égalée à zéro, 

donne 

.. (8a + p) ^ p(8a -h p) 
p^» + ^ — t H- ^ ^ = o. 

4 4{« - P) 

Or, cette équation n'ayant pas de terme en <» peut être 

identifiée avec Téqualion 

p/» - 2(S - p)^ -h 2P0 = O 

des coefficients angulaires des normales issues du point (a^, 
Po). On 3; en effet : 

7P -- 8« . P(8a-4-p) 

Ainsi les trois normales aux trois autres points de ren- 
contre du cercle G, avec la développée, se coupent en un 
même point (ao, %). Il convient de remarquer qu'un seul 
de ces points d'intersection est réel : les deux autres sont 
imaginaires. 

IV. — Cercle G3. 

On change, dans l'équation C„ <x et p en a' et p', c est-à- 

a -f- 3p 3 

dire « en ^, p en — ^. On obtient ainsi 

4 o 
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X' 
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(a - p)(2a + 7py 



(C,j 



p" (2a + 7p) 



\^p 



!]«- 



-h JO* -4- 



p(4a+5p) 
8(a-p) 

7P) 



y 



= o. 



64(a — p) * 12 

Cow^éj'wences.— l^Oa obtiendrait Tégaation des cercles G, C^, 
et Cs, correspondant aux secondes normales, en changeant 
a et p en a' et (3'. 

2<*0n peut observer que les coefficients dea? dans (G) (Gj) et (G,) 
sont indépendants de P; par conséquent, si le point (a, 6) se 
déplace sur une droite perpendiculaire à Taxe de la parabole 
les centres de (G), (Gj), (Ga) se déplacent aussi sur des per- 
pendiculaires à Taxe. 

3® On voit ainsi que les centres de ('J) et (G^) auront même 
ordonnée si le point (a, p) se déplace sur la parabole repré- 
sentée par 3p* — 2ap + 4P* = o. 

Remarque. — On peut ajouter qu'il est très facile d'étudier, 
avec la forme unicursale de l'équation de la parabole, les deux 
questions suivantes : 

Rayon de courbure des développées successives de la parabole. 

Podaires su,ccessives de la parabole par rapport à un point quel- 
conque. 

GA.LCUL D'UN SEGMENT CIRCULAIRE 

DONT ON CONNAIT LA CORDE ET LA FLECHE 

Par M. A. Aubry. 

{Suite et /în, voir p. 184.) 




Fij. 4. 



7. — Appelons 2C, y, f, <p, ret 
2a les cordes ÂG, AB, les flèches 
BD, B'D', le rayon OC et l'arc ABC 
(fig. 4). Si l'arc est suffisamment 
petit, on peut, sans grande erreur, 
prendre pour la surface du seg- 
ment AB celle du segment de 
parabole de même corde et de 
même flèche. Nous poserons donc 



ra 



= sect. OAG = 2 tri. AOB -h a seg. AB'B = rc + | y<p ; 

3 



JOURNAL DB MATHÉMATtQITBS SPÉGIALIS 



f89 



d'où, comme • = r AE: 

Remplaçons y*^^ P^^ ^^ quantité arc qui représente 
même le double de la surface du triangle BAE, et réduisons, 
il viendra très approximativement 

4Y — ^ A un 8y — 2C 
'^" arc ABC = -^ • 



a = 



ou 



3 3 

Cette formule est due à Huyghens {De circuli magnitudine 
inventa^ Leyde 1654) qui en a tiré 
la conclusion graphique suivante : 

Rabattre AB en AU (fig. 8) et 




DXH 

/•ÏJ. 5. 



prendre DX = - DH : AX est sensiblement équivalent à F arc AB. 

8. — Dans l'ouvrage intitulé Cychmetricus (Leyde, 1621), 
Snellius a énoncé le théorème suivant, démontré pour la pre- 
mière fois par Huyghens (loœ dt). 

Considérons l'arc AM (fig. 6) plv^ petit qu'un quart de cir- 
conférence^ prolongeons le 
diamètre AOB d'une lon- 
gueur BI égale au rayon^ 
la droite IM coupe la tan- 
gente au point K en un 
point K tel^ que KA est fig, 6. 

sensiblement égal à l'arc AM, par défaut (*) (voir la note IV). 

D'après les notations données plus haut, cola revient à poser 

I -4- 6« 




(8) 



arc ABC = c 






9. — Parmi les nombreuses formules qu'on pourrait trouver 
pour le même objet, nous nous contenterons de mentionner 
la suivante 



(*) Nous donnerons les démonstrations originales de tous ces théorèmes 
dans une rapide reyue, que nous espérons publier prochainement, des 
trois fameux problèmes de la quadrature du cercle, de la mulliplication du 
cube et de la trisection de Vangle. 
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(9) 
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arc ABC = 0(4 — - srn 2Ô] 



facile à appliquer en se servant d'une table de sinus naturels. 
10. — Le meilleur moyen de classer ces différentes for- 
mules par degré d'approximation et d'apprécier la valeur de 
chacune est de les réduire en série; on trouve ainsi, en opé- 
rant ce classement : 



(2) 


2c( I 


. 1 .•) 


(6) 


2C( I 


2 2 4 \ 
+ - 0» - - Ô* -h -^ 6« - . . . ) 

3 9 27 / 


m 


2C( I 


22 2 \ 

-4- - ô« - - e* + — ô« - . , . ) 

3 9 27 / 


0) 


2c(l 


-h|6«— ;9*4....) 


(3) 


2cl I 


3 36 y 


(9) 


2cl I 


222 \ 

3 i5 3i5 / 


(i) 


2C ( I 


222 \ 

+ ^ 6^ - — ô* + — e« - . . . ) 

3 i5 75 / 


(5) 


2C( I 


224 \ 

+ 0» _ e* + ^ô«- ...) 

3 i5 25 / 


(1) 


2C ( I 


222 \ 

-.36. .50* H- 33e. ...) 



La formule (o) est donc, de beaucoup, la plus approchée. 

IL — Quadrature du segment. 

11. — On a : ség ABC = ra — (r — f)c. 
d'oh, à cause de (p) et de (1), (n® \) 

(1) segABC = 4rc(i.-i^e.-3^9*-. 3-1-e....) 

Cette formule, traitée comme aux n^^ 1^ 2, 3, 4, donnera, 
pour l'expression du segment, les expressions suivantes, de 
pi a s en plus approchées : 

(2) 1^0(1+ i.e») 
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(3) i/c(n- 0,3. 6«)(i -0,1. «•) 

(4) ±fcU--^\ 

(5) ^ ^^ (^ ■*■ v/49 + 28.ô«) 

Ces expressions, sont beaucoup plus exactes que leurs 
correspondantes du § 1. Ainsi pour Tare de 60^, les formules 
(2) et (3) donnent Taire du segment, avec des erreurs rela- 
tives qui sont, respectivement^ 0,00001 35 et o,ooooo55. 

2 
Note I. — Sur la formule S = 2c(i 4- — 6*). 

12. — On trouve de même la formule (2) en cherchant une 
expression approchée de Tare de la parabole ayant même 
corde et même flèche. 

En effet de y^ = 2pa;, on tire, successivement : 

dy = -dx, dy* = — do;*, ds =: y i -h — dx; 

y 2êSC T 2CZ/ 

d'où, si X est assez petit comparativement à p, 

(fo = i/ 1 -h — + — da? = ( 1/ -a?" + -— :a?i l(ia?. 
Y 205 a? \V 2 ^^p J 

Intégrant de zéro à a?, il vient 

13. — Autrement : On a 

(a) dx* = — dy* d'où ds = i/i 4- ^] dy ; 
ou, approximativement : 

2p ' 6p* ^ " 3 y 






comme plus haut. 
D'ailleurs, en développant (a), on trouve 

i/« y* y* 

^ 2p* 8p* i6p' ' 

JOURIUL Dl MATH. SPÉG. — 1883* 9. 
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d'où, exactement; 



arc = v -H -^ H 



6j5* 40p* 112/) 



ce qui donne, a cause de o = ^- : 



arc 



_/ 2 0?* 20?* 4 0î' \ 

formule valable seulement pour y < p, ou 20J < y, puis- 
qu'autrement le radical de (a) ne serait pas développable par 
la formule du binôme. 

La formule 8 = 2c(i + ô ^*) i^'^st pas nouvelle : elle est 

utilisée pour l'étude des ponts suspendus. 

Note IL — Sur la formule 5=---(i3 —)• 

' 3 \ 10 + 2ÔV 

14. — Cette formule peut être considérée comme l'inter- 
prétation analytique delà construction suivante, due à Newton 
(Lettre à Oldenbourg, 1676.) 

Soit l'arc AM (fig. 6), plus petit qu'un quadrant; menons le 
diamètre AB et prenons ^ sur la tangente en A, la longueur AE 

égale à l'arc AM ; la droite KM coupe AB en un point I ; 

• I 

lA est très sensiblement égal à 3 . OA — - AP • 

Nous laissons tout cela à démontrer. 
Newton ajoute une rectification très approchée d'un petit 
arc d'ellipse, rectification qu'on peut traduire analytiquemônt 
ainsi : 
Soit l'arc AM (fig. 7) commençant à l'un des sommets A ; 
2^ appelons \ et j la flèche AP et là demi-corde 
MP et posons 

on aura, très sensiblement^ 

„. , (2) arc AM = y + '^^ . 

Fig, 7. ^ ' •' 3(a + 3) 

Dans l'égalité (1) 6 et a désignent les demi-axes, respec- 
tivement parallèles à MP et à AP. 
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Note lu. — Sur le polygone-limite P^. 

15. — Ce polygone-limite est-il une courbe continue? C'est 
peu probable, mais pour l'assurer il faudrait pouvoir en donner 
une définition conduisant à une équation, ce qui ne parait 
pas possible. On aurait tort d'écrire 

* = / \l I + y'^dx = 2C i/i + I ô«: 

ce serait un cercle vicieux. Cette courbe est certainement 
continue au sens géométrique — ou physique si l'on veut — 
du mot; mais au sens analytique, il nous parait hors de 
doute qu'elle est infiniment discontinue ou pointillée. 

Peut-on lui mener une tangente? La réponse dépend de celle 
qu'on fera aux difficultés qu'on vient de signaler. 

11 est remarquable que cette pseudo-courbe (elle n'est, en 
effet, peut-être pas une courbe, mais l'ensemble d'une infi- 
nité de points qui ne sont liés par aucune loi fixe) est em- 
ployée j ournellement pour de simples tracés de routes, aux 
raccordements des aligne- s^ 

ments droits. On se donne, 
d'après certaines conditions 
techniques les points de tan- ^isi- *• 

gence A, C (fig. 8)^ à égales distances du sommet S de 
l'angle des deux alignements; on joint S au milieu D de 
AC et l'on prend le milieu B de SD : c'est un des points delà 
courbe; on prend ensuite les points B', B'^, etc., comme il a 
étédit au n^ 6, jusqu'à ce qu'on ait des points assez rapprocl^és. 

Note IV. — Sur les théorèmes de Snellius et de Newton. 

16. — Snellius a déduit, de son théorème, le moyen suivant 
de calculer un angle déterminé par les trois côlés du triangle 

rectangle a, b, c rangés par ordre de grandeur. 

c i 

Si le rapport - est assez petite par exemple < -, V angle G 

a 2 

i72ac 
est donné y en degrés y par la valeur approximative — - — r- • 

En eflfet, on a (fig. 6) 

AM AIT 3.0M.MP 

arc AM = AK = 




2.0M -{• OP 



204 JOURNAL DE HATHÉVÀTIQUKS SPÉGIALKS 

Posant 0M= i et observant que^ dans ce cas Tare de i^est 
égal à 0.01745330. . ., on trouve la formule annoncée. (Voir 
MathéHSf 1890 et 1891, Sur la formule d'Ozanam.) 

On peut obtenir Tangle en minutes en faisant intervenir 
la longueur de l'arc d'une minute, laquelle est 0.00029687 ; on 
trouve ainsi, en minutes: 

angle AOM = io3i4 = • 

® 2a 4- 6 

Pour G = 3o®, l'erreur n'est que de iS''. On peut donc 
employer ces formules jusqu'à c = -.Au delà, l'erreur serait 

trop forte: ainsi pour C = 45®, elle serait de 5'. On peut alors 
se servir de la méthode en fractionnant l'angle en deux par- 
ties et opérant sur chacune de ces parties. On pourrait aussi 
modifier la formule en supposant menée la bissectrice de 

l'angle C, ce qui donne 

20618 hc 



^'- 



« + * /a -h b 

h 2 



2a 
mais les calculs sont plus longs dans l'application. 

17. — Traitant do la même manière la formule de Newton 
(n^ 3), on trouve en minutes la formule 

^ 14a + b 
1 146 T-î— — r c, 
3a + 26 

laquelle donne pour 45® le nombre de minutes 2699' ^^ • ^^^^ 

peut donc servir dans tous les cas. 

18. — On peut prendre aussi un angle en chaînant au pas : 

soit par exemple l'angle ASB (fig.9). 
On prendra un même nombre de 
pas, par exemple 100 pas en SA et 
en SB, on chaînera AB et la média- 
ne se : on aura ainsi tous les élé- 
ments du calcul sans aucun instru- 
ment. 

^^' ^- M. Ed. Gollignon'a donné (Congrès 

deBloiSy 1884) un autre moyen pour le môme objet; il est 
fondé sur un théorème de VArithmetica universalisa de Newton. 
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EXERCICE ÉCRIT 



71, — On donne un cercle (C) et un point P dans son plan. 
Par le point P, on mène une corde quelconque AB. Les cercles 
décrits sur PA et PB comme diamètres ont respectivement 
avec le cercle (G) des axes radicaux (D) et (D'). Montrer que 

1° L'enveloppe des droites (D) et (D') est une conique; 

2<* Le lieu du point de rencontre des droites (D) et (D') est 
une ligne droite; 

3^ Le lieu du point de rencontre des tangentes communes 
au cercle (C) et au cercle de diamètre AB est une cubique. — 
Si le point P est sur le cercle (G), la cubique devient une 
strophoïde droite. (E.-N. Barisien.) 

Solution de Texeroice éorit 69 *, 

Si nous prenons pour axe de x Taxe de la strophoïde et pour axe des y 
la perpendiculaire à Taxe de symétrie menée par le point double, la 
strophoïde a pour équation 



/a-\- X 
\ a — X 
En posant y = t^;, on obtient 



[*) Nous reproduisons renoncé de cet exercice : 

69. — D'un point P pris sur une strophoïde droitd, dont le point double 
est O, on mène les deux tangentes à la courbe dont les points de contact 
sont T et T^ L'axe de la strophoïde, la perpendiculaire A à Taxe, menée 
par 0, et la droite OP rencontrent la corde TT', respectivement aux 
points J, I et E. Montrer que : 

1" les droites OP et TT' sont également inclinées sur Taxe de la stro- 
phoïde. 

2* le point I est le milieu de TT^ 

3* le point E est le milieu de IJ. 

4» si Tj est le symétrique de T par rapport à l'axe de la strophoïde, les 
droites OTi et OT' sont rectangulaires. 

5» si Pj est le symétrique de P par rapport à l'axe et si T'' est le troi- 
sième point d'intersection de la droite TT^ avec la strophoïde, les droites 
OT'' et OP, sont rectangulaires. 

6* le milieu M de T^'P est sur la perpendiculaire à Taxe menée par 0. 

CJB.-iV. BarUien.) 
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L*équation de la tangente à la strophoîde, en un point de paramètre t, 

X— 0? Y — y 



est 



Or 



dx dy 

di di 

dx 4at dy a(t* + 4t*— i) 



dt (t»4-i) dt («*4- i)» 

Uéquation de la tangente devient donc 

[X(e« + I) - a[i* - i)](^* + 4<* - I) = 4W«* + - o«(t*- I)] 
ou en supprimant les facteurs (t* + i), 

(2) X(t* + 4«* — I) — 4tY — a{t* — i)« = o. 

Telle est Téquation de la tangente au point de paramètre t. Elle repré- 
sente aussi l'équation du quatrième degré en t^ donnant la valeur des 
paramètres des quatre tangentes issues d'un point (X, Y). 

Dans le cas de Pénoncé, le point P d'émission des tangentes est sur la 
strophoîde. 

Si donc, on appelle m le paramètre relatif au point P, on a 

_a(m*— i) _am{m^ — i) 

2L-— 2 — , * — ;; • 

m* + 1 w* + I 

En portant ces valeurs dans (2), on obtient Péquation du quatrième 
degré en t 

«* — ««(3m» — I) + 2«w(w» — i) 4- w« = o. 

Or, cette équation doit admettre deux fois la racine t = m, h cause de 
la tangente en P. Le premier membre de cette équation doit donc être 
divisible par (i* — 2<m + m»). 

On trouve en eâetle quotient 

(3) t* + 2tm + 1=0. 

Si donc «i et t^ sont les paramètres relatifs aux points T, V, on a 

(4) ti +ti = — 2m. 

(5) t^t, = I. 

Cherchons maintenant Téquation de la droite TT^ Cette équation est 

X y I 

a(^— i) aei(«f— i) ti+i 



a(tl-i] at^(q-i) i+i 



= o. 



ou, en développant ce déterminant, et supprimant le facteur (t, — l^) 
a'L*M+2«i^ + «?4-^-i] - 2yit^'ht,] — a[tf«|-<f-t|+i] = o. 

En tenant compte des relations (4) et [5), cette équation devient 

(6) m*x -i-my — a[i — m*) = o. 

l»La droite OP a pour coefficient angulaire le paramètre m : la droite TT' 
a pour coefficient angulaire — m : donc les deux droites OP et TT' sont 
également inclinées sur l'axe de la strophoîde. 

2* Si Xi et x^ sont les abscisses de T et T% on a 

\«i+i 4-+-i/ («1+0(4-1-1) 
Or d*après (5), on a a?, = — as,, 
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ce qui montre que le point I est le milieu de TIY. 

3* La droite OP a pour équation 

(7) y — ma? = o. 

En résolvant les deux équations (6) et (7), on trouve pour les coor- 
données du point d'intersection K de OP et TT' 



x = 



a(i — m*) 

Or, d'après (6) 

a( I —m*) ^, a( I —m*) 



y= 



o(i— m*) 



2m 



0J= 



01= 




m* m 

Le point E est donc bien le 
milieu du segment IJ. 

4* La relation (5) démontre 
immédiatement que les droites 
OTft et OT' sont rectangulaires. 

5* Cherchons la valeur du pa- 
ramètre t relative au troisième 
point d*intersection T'' de la 
droite TT' avec la stropholde. 

Pour y arriver, remplaçons 
dans (6) a; et y en fonction de t, 
on obtient 
(8) ffrf»+(2m«— 1)^»— w<— 1=0. 

Cette équation donne les trois 
valeurs de t relatives aux points 
T,TS T". Uéquation (8) doit 
donc contenir en facteur le pre- 
mier membre de Téquation (3). 
On peut écrire en effet l'équa- 
tion (8) sous la forme 

(t* + 2tm + i){tm — i) = o. 

La valeur (grelative à T'^est donc 

I 

m 

Le coefficient angulaire de OPi est — m, celui de OT^ est — : ces deux 

m 

droites sont donc rectangulaires. 

6" L'abscisse x, du point T'^ a pour valeur 

a{«3— — a(m»— i) ^ 

^ + I m* + I 

La droite T^P est donc divisée en deux parties égales par Taxe des y. 

Notes Éur rexerclce 70. 

1* On sait que les droites OA' et OA'' sont toutes deux inclinées sur 
le grand axe de Tangle 9 : de même OB' et OB'' sont inclinées sur le 
môme axe, de Tangle 90* + 9. IL en résulte que, dans le triangle B''OA'', 
Tangle en est droit. Par suite, si T est le point de rencontre de B'^A'' 
avec le grand axe, on a 

ïS^=45% 'B^ = 45«-f-9. 
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Le troisième angle du triangle est donc 

B*TO = 45« — ç. 
On arrive encore au môme résultat en cherchant les coordonnées 
des points A', B', A", B". 
Ces coordonnées, ainsi que celles des points Aet B, ont pour expressions : 

x^ = a cos ç, l x^=^ — a sin <p, 

y^ = 6 sin 9, I y^ = 6 cos ç. 

a;^,^a-|-6)cos9 ( o?^, =(0—6)0089 J 0?^,,=— (a+6)sin9 (ajg,=— (a— 6)sin9 
y^„=(a-\-h)sm<f |y^/=— (a— 6)sin9 | y^„=[a-^b)cOB(f ^1/3,=— (a— 6)cos9 




Or, les coefficients angulaires de A'B' et A'^B'^ ont pour valeurs 

cos 9 — sin 9 . . r 

■^^'B' = .-EFF^Sil = *« <*5— 9) 

sin 9 — cos 9 - / c > 

'^*"'" = itoTT^STç = - *» ('^^ - ') 

On a donc \t.^,^ = — fi^wg,, = tg (45* — 9). 

2* Les coefficients angulaires des droites A'B'^ et B'A" ont pour 

expressions 

__ — o(sin 9 + cos 9) + ô(sin 9 —cos 9) 

H-A'fl" — ^ (gjQ ç ^ QQQ 9) 4- 6 (sin 9 — cos 9) 
_« g (sJP y + cos <p) + ^ (s^Q y — cos 9) 
^''A'V -~ ^ jgiji ç _j. (jQg 9) — 6 (sin 9 — cos 9)* 
Donc ii^/g,/ X \i.^,f^ = — I. 

Les deux droites A'B" et B'A''^ sont rectangulaires. 

De pins, si Ton considère les triangles A'^OB^ et A'OB'', ils ont deux 
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côtés égaux : 

OB' = OA' OA" = OB". 
Les angles en sont égaux : 

A»OB^ = A'OB" = go» -f- 29. 
Par conséquent, les troisièmes côtés A"B', A'B'' sont égaux. 
3* Les équations de A'^B" et A'B' sont, respectivement : 

(1) y (sin 9 + co8ç) — ic (sinç — cosç) = (a+h) 

(2) y (sin 9 -h cos 9) H- x (sin 9 — cos 9) = — (a — 6) 
En ajoutant et retranchant, on trouve : 

y (sin 9 4- cos 9) = 6 
X (sin 9 — cos 9) = — a ; 

d'où sin 9 + cos 9 = - 

y 

a 

sm 9 — cos 9 = • 

X 

En élevant au carré et ajoutant ces deux dernières équations, 9 s'éli- 
mine, et Ton obtient 

x» + 2/* ~ ^' 
équation, d'une Areuzcurve. 
à* Les droites A'^B' et A'B" ont pour équations: 

(3) y [(a + 6) cos 9 + (a — 6) sin 9 ] — a? ["(a-h b) sin 9 + (o — 6) cos 9] 

= — (a« — 6«)(cos» 9 — sin* 9) 

(4) y [(a — b) cos 9 + (a + 6) sin 9] + a? [{a — b) sin 9 -h (a -+- 6) cos ç] 

= (a> — 6>)(cos* 9 — sin» 9). 
Il faut éliminer 9 entre ces deux équations. Ajoutons (3) et (4) ; il vient 

{bx — ay) sin 9 = {bx -4- ay) cos 9. 

_ . bx-\- ay bx — ay 

Donc sm 9 = - — cos 9 = «■ 

^2[b*x* H- oV) >/2(6«x* + aV) 

En portant ces valeurs de sin 9 et cos 9 dans (3), réduisant et faisant 
disparaître le radical, on trouve, pour Téquation du lieu du point do ren- 
contre de A"B' et A'B'' : 

(5) 2(x* + î/*)» (b^x^ -h aV) = c* a;V- 

Cette courbe est la podaire du centre de la développée de Tellipse ayant 

même centre et mêmes directions d'axes que l'ellipse donnée, mais dont 

a b 
les longueurs des demi-axes sont -^ et — • 

5* L'équation de la droite AB est 

(6) ay (sin 9 + cos 9) — bx (sin 9 — cos 9) = a6 . 

On doit éliminer 9 entre [i] et (6) pour avoir le lieu du point de ren- 
contre de AB et A'B'. Or de (i) et (6), on déduit 

g* 

sm 9 — cos 9 = — , TT— 

^ ^ (a-hb)x 

sm 9 + cos 9 = TT— • 

^ "^ [a-\-b]y 

En élevant au carré et ajoutant, on a 

7) _-f.- = 2(a + 6)». 

X* y* 

Le lieu est une kreuzcurve. 

On trouverait de même, pour le lieu du point de rencontre de • AB et 



210 JOURNAL DM MATHÉMATIQUES SPÉGIALBS 

A^B"^, la kreuzcurre corref pondant à 

(8) _ + _=»«, -6).. 

6* Les coordonnées du milieu du segment A"^B^ sont : 

20? = (a + b) cos ç — (a — d) sin 9, 

2y = (a + b) sin <p — {a^b) cos 9. 
D'où Ton déduit 

2ab cos <p =z (a + b)x -h [a — b)y, 

2ab sin 9 = (a — b)x + (a 4- ^)!/* 
Élevons au carré et ajoutons; nous avons 

(9) (a« + 6»)(a:» + y*) + 2c^afy = 2a*b\ 
Le lieu du milieu du segment A'B'^ est représenté par 

(10) (a' + 6*)(a;» -h y*) — 2c«a;y = 2a*6«. 

Ces équations représentent deux ellipses concentriques à Tellipse donnée 
elles ont leurs axes dirigés suivant les bissectrices de cette ellipse et 
elles ont mômes longueurs d'axes que l'ellipse donnée. 

7* Les coordonnées du point A^ sont : 

(a — b) cos 9, (a — b) sin 9. 
Le coefficient angulaire de B'Ai est, par conséquent, 

(o — b) (si n 9 + cos 9) __ 

(a — b) (sin 9 -h cos 9) "^ 
La droite B^AJ coupe donc les axes sous Tangle de 45«. 
8* Les coordonnées X, Y du centre des moyennes distances des points 
A', A^B^B" sont: 

4X = Xjj + X^„ + ^b' ~^" ^B"» 

4Y = t/^, + Vj,» + t/|K + V» 
c'est-à-dire 

(11) 2X = à (cos 9 — sin 9), 

(12) 2Y = 6 (cos 9 + sin 9). 

Pour avoir le point où la droite AB touche son enveloppe, il faut prendre 
la dérivée de Téquation (6) par rapport à 9, ce qui donne 

(13) ay (sin 9 — cos 9) + bx (sin 9 + cos 9) = 0, 
et résoudre (6) et (13) par rapport è^ x eik y. On a ainsi 

0/ = - (cos 9 — sin 9), 
2 

y = - (cos 9 + sin 9). 

2 

Il y a donc identité entre ce point et le point (X, Y) qui est le milieu 
de AB. 
L*enveloppe de la droite AB est d'ailleurs l'ellipse 

2X« 2Y» 

a* b* 
Ce dernier résultat est connu. 

Nota. — La solution précédente est due à M. Barisibn, ainsi que celle 
de l'exercice 69. 

Nous avons reçu, trop tard pour la publier, une solution de l'exer- 
cice 70, analogue à celle qu'on vient de lire, de M. Grolleau, répétiteur 
au lycée de Marseille. 
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AGREGATION 

DE l'enseignement SECONDAIRE SPECIAL 

(Section des sciences mathématiques). 

{Suite, Yoir page 189). 

Géométrie descriptive. 

On donne un hyperboloïde de révolution, à une nappe, dont Taxe est 
vertical et dont les génératrices font un angle de 45* avec le plan hori- 
zontal. La ligne de terre étant le petit axe do la feuille, la projection 
horizontale de Taxe do rhvperboloïde sera sur le grand axe de la feuille, 
à 8 centimètres en avant du plan vertical ; la cote du centre sera 8 centi- 
mètres, et le rayon du cercle de gorge sera 4 centimètres. 

On considère la génératrice de front F de Thyperboloîde, dont la pro- 
jection horizontale est en avant du centre et dont la trace horizontale est 
à gauche du grand axe de la feuille : 

1« Démontrer que les normales à Phyperboloide en tous les points de F 
engendrent un paraboloïde hyperbolique. Déterminer les plans directeurs 
et le sommet de ce paraboloïde ; ~ construire ses contours apparents en 
projection; —construire les projections de son intersection avec Thyper- 
boloïde; — expliquer les constructions faites pour obtenir les projections 
d'un point de l'intersection et de la tangente en ce point ; 

2* On fait tourner ce paraboloïde de 90* autour de la droite F; — 
construire ses contours apparents en projection dans sa nouvelle posi- 
tion et les projections de son intersection avec Thyperboloide,* — expli- 
quer les résultats obtenus . 



QUESTION 333 

Solatlon (*) et OéTeloppements, par M™* V* F. Prime. 

On a, identiqitement, 

, d'»+Vx« - I )« , , d«-*(x* - i )♦» 

et 

, d^+2(x« - I )« , , d«+*(x« - I Y 

(x« - I) ^—15 -H 2x(q + I - n) 



dx«+2 ^-i ' dx«+* 

= (2n-q)(q-4- i) — 

(E. Catalan,) 
l» On à : ^^^'-7 '^ = 2.n.x.{x* - i)*^*, 

d*oîi en multipliant de part et d'autre par (a?» — i) : 

(x* — f).-^^ — ; = 2nx(x^ — 0*. 

de 

(*) M. Chochard, instituteur à Sonvillier (Jura Bernois), nous a adressé 
une autre solution de cette question. 
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Prenons les dérivées d'ordre de n : 

rf"(a;* - i)" , ^dr-Hx^ - i)' 

-4- 2nx + n(w — I ) ^ 



et 

d'où en égalant et en observant que 

2n* — (n — i)n == n(n -i- i), 

2^ On sait que 

dn+2(n«-i)n d«+i(a;«-i)« .d«(aj«-i)«.^^ 

Prenons les dérivées d'ordre q — n: 

(a;« — i). ^— r5 — ^ -f- 2{q — n)x h^rn — - 

' dafl+^ ^ ^ dafl-^^ 

d^{x^ - i)" d«+*te« - i)" 
-hCq — n)(q — n — i j y- h- 2aj -r—r-, 

Mais 2a;fqf — n) 4- 20; = 2a;(q' — w -»- 2), 

et n(n -h i) — (g — n){q — n -- i) - 2(g — n) 

= 2nq -4- 2t -- 9* — 9 

6bC • • • 

NOTES RELATIVES A LA QUESTION 333 

1. Nous poserons 

Kn= {X - a)\ (x - b)\ Pn = ■^, . KS;'), 

2".7el 

m = n + «, a + 6 = 2p, a — 6 = 2r. 

2. Propriété I du polynôme P. — La relation 

Kn = (a? - a)»*, (a; - 6)" 
donne K» = w(aî — a)**-*, (x — 6)*^*. [20? — a h- 6], 

ou Kn = 2n(.X — p).Kn--i, 

(•) Jordan, Analyse^ t. !•', p. 89. 
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d'oh, en différentiant m fois, 

Kîr+*>= 2n(x -.p).Ki£i + 2niwKte*\ 
Mais m =:^ n -^ s, 

on a donc 

Kîr+'+ = 2n{x - p).K{.'îJr^+ 2n(n + «) Kïri*+'\ 

d'oh, en multipliant par 



I 



2*.n! 



(I) ?(;+*)= (a? - p).P^^H- (n 4- 5).P?i,. 

3. Ca« particulier, — Pour s = o, on a 

(1) P; = (x - p).PÎ^i -h n.Pn_i , 

4. Propriété IL — Nous avons trouv é tout à l'heure la formule 

K'„ = w.K„_i[2a5 — a + 6], 
nous en tirons 

Kn = 2nK„_i(aj — a) + n{a — 6)K„_i, 
d'où, en multipliant par a; — 6, 

(a? — 6)Kn = 2/iKn H- n{a — 6)(aî — 6).Kn-i. 
Différentions m fois, il viendra : 

= 2nK$ri H- n(a - 6) - (oî - 6).KÏÏi + nm(a - 6).K&*\ 
ou 
(X - 6).Kîr»-*^ -h (m -. 2w)Kir^ 

= n{a - 6)(aî - 6).KÎ2i + n.m(a - 6;.KJ:i7*^, 
ou 
(x - 6).Kjr^-^> + (« - n)KJr+'^ 

= n{a -- 6).(aî - ftjKjJî'^ + n(w + «)(a - 6).Kitt*-*>. 
On aurait aussi : 

{x - a)K$r+'+*> + (« - n)Kîr+*» 

= n(6 - a)(aî - a)Kia'' + n{n + «X^ - a)K2:i-*^ 
d'où, en additionnant, 

et, en multipliant par -^;^ — : > 

2(x - p)Pi+* -h 2 (5 - n)Pi'^ = - (a - 6)*.PÎJ±/>, 

OU 

(II) (x - p)Pif+*^ = (w - 5)Pîf> + r«Pîf±i*>. 

5. CcLi particulier. — Pour 5 = o il reste 

(2) (a;~p)P; = n.Pn + r«.P;^i. 

6. Propriété III. — Dans la formule (I) changeons n en 
n 4- I , elle devient 
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(F) PSÏf» = (a? - p)Pîr^' ^- (n + I -f *)P{f> 

ou 
(II) (Jî - p)Pjr^' = (n - «)Pîf^ -h r«.P2±/>. 

On a donc 

(III) Pïf/) = (2« 4- i)p; + r«Pîa^ 

7. Cas particulier. — Pour « = o, on a 

(3) P;h.i = (2n4- i)Pn4-r*PLi. 

8. Propriété IV. — Si l'on élimine Pï' entre les formules (I) 
et (III), il vient 

(n - 5).P?:f?^ = (2n 4- i).(aj - p)PÎÎ+*>- r^{n -+- « -h 0-PfcS' 
ou 

(IV) (n-5)Pl^J-(2nH-i).(a;-p).Pi;+*»-hr«(n+5+i).P?±/^=o. 

9. Cas particulier. — Pour « = — i , 

(4) (n 4- i).P,^H - (**» + 0(« - i>)-Pn + wr*P^i = o. 
CoroUaire. — Cette dernière formule montre que TéqualioD 

Pn = o a toutes ses racines réelles. 

10. Propriété V. — Ecrivons les formules I et II de celte 
manière 

(I) Pif-^^» - (o: - p)P2J:/» = (n + «)Pi2.i, 
et 

(II) (X - p)PÎÎ+*^ - r«P!;+;> = (n - 5)Pîf\ 
Eliminonsentre ces deux relations la quantité PJî±i\ il vient 

[(oj - p)« _ r«]Piî+^> = (n - 8){x - p)Pi;^ - r«(n -h s)Vt^, 
Mais II donne, par le changement de s + i en s : 

r«Pî;Li = (x - p)P; - (n - 5 + i)P2-^ 
On a donc 
f (aï - p)i - r«]Pj;+*) = (n - is){x - p)P?' - (a: - p) . (n + 5) . Pi;> 

-h (n + «)(» - « + i)PjJ"*, 
ou 

(V) [(aj-p)«-r«jP^*^^> + 2s(a?-p)P?>-h(n+«)(5-n-i)Pi'-*^=o, 
ou encore 

(VI) {X - a)(a? - 6)PX+*^2«(aî-.p)PW +(n4-5)(5-n- 1 )Plr+-*'=o. 

11 . Ca9 particulier. — Pour 5=1, on a 

(5) [{X - pY - r^]K + 2(aî - p)P; - n{n + i)P„ = o, 
ou 

(5) (x — a){x — 6)P;i + 2(x — p)Pn — n(n -H i)Pn = o. 

12. Propriété Vl. — Entre I et II, éliminons Pif+*', il vieni 
[(a. « p)t - r«l P<:tl^ = (n - 8)F^S - (n -h *)(aî - p)Pji\ 
ou 

(a: ^ a)(a? - b).f^i^ = (n - 5)PÏ - (n -h *)(a? - p)F^^. 
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Augmentant n de i , cette formule devient 

(VI)(aî-a)(a?-6).P2+«>===(n-«-|.i)P£j.i-(n+5+i)(x-p)Pt;'. 

13. Cas particulier. — Si «= o, 

{X - a)(x - 6)P; = (n + i) P^i - (n + i)(a? - p) P„, 
ou 

(a -- a)(a? -- b) pr p . .p 

H -f- I 

14. Propriété VIL — Dans la démonstration de la formule 
y, nous avons établi la relation 

(VII) (a:-ai(aî-6)P!r^>= (n-«)(x-p)P?-r>(n+«)Pi2.i. 

15. Cas particulier. — Pour s = o, 

{x - a){x - 6) Pn = n{x - jo) Pn - r*nP^u 
ou 

(a? - a)(a? - b) _ 

16. Propriété YlII. — Posons 

(x — à).{x — b) = x^ -h kx + l, 
et la formule (5) s'écrira 
^ f/ • , , d^(x*-hkx-hl)n , ,d"(aî* + *a:+/r 

d'où en multipliant par dx et en intégrant 

/ . I ,x c^"+H^' -f- Aoj 4- /r / X dr-Hx'^-^kx+lY 

17. Conséquence cfe (4). — La formule 

(4) (n 4- i) Pn+i - (2n -4- i)(a? - p)Pa -4- nr»P,^_i = o 

, P« n + I 

donne = • 

Pn+i {2n -h I )(a: - p) - wr* Pn_i 

Pn 

Il en résulte 
P« _ n + I 

P7" "" T] ^ n»r» 

(2n 4. i)(a; - p) _ 

(2n — i)(a? — p) — 



(2n— 3)(a? — p) 
ei ainsi 

p _p ^+ ' 

(2n+l)(X-p) (y, _ ^ ).,« 

(2n— i)(aî— p)— 



(2n — 3)(aî— p) . . . 
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QUESTION 340 

Slolutlon par M. Svéchnigoff, à Troïtzk (Russie). 

On considère une ellipse V de centre et la circonférexce A décrite 
sur le petit axe comme diamètre. D'un point M, mobile sur F, on 
mène, à A, les tangentes MP, MQ. 

// existe, dnns A, une corde P'Q', parallèle à PQ, et telle que 
OP', OQ' soient respectivement perpendiculaires sur OP, OQ. 

Démontrer que P'Q' passe par un point fixe. (G. L.) 

Du point M abaissons la perpendiculaire MN sur l'axe focal 
et désignons par A le point de rencontre de Taxe focal et de 

la droite P'Q'. Soient 
S et B les points 
d'intersection des droi- 
tes PQ et P'Q' avec OM. 
Les triangles sembla- 
bles XOY et MON don- 

cent 

^^ ^ OA : OB = OM : ON. 

Les triangles rectangles P'OB et PMS semblables donnent 

OB : 6 = MS •. MP. 

Mais MS = "^^ 




OM 
Par conséquent, OB : 6 = MP 

6PM 



OM 



et OA = 



ON 



-J 



OM^ - OP' 




M N' - 6' 



ON' 



= 6 




0N* + 6« I 






ON» 
6c 



-W 



El 

a* 



Finalement OA = — . Le point A est un point fixe. 
Nota. — Solutions diverses par MM. Droz-Farny; Lebesgue; Barisien. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR LES FONCTIONS SYMETRIQUES 

ET l'Élimination 

Par M* H* Ijaurent. 



1. — La théorie des fonctions entières de plusieurs variables 
présente encore bien d(S points à éclaircir. Dans ce travail je 
me suis surtout attaché à la théorie des fonctions symétriques 
et de l'élimination; je commencerai par rappeler une méthode 
relative à deux équations que j'ai fait connaître dans une 
courte Note insérée dans les Nouvelles Annales de malhéma- 
tiques. 

Soient (p{aj) et 'Kx), deux polynômes entiers eu x, de 
degré m (l'un d'eux pouvant d'ailleurs être de degré inférieur); 
proposons-nous d*éliminer x entre les deux équations 

(1) c^{x) = G, ^(x) = o. 

A cet effet, désignons par a^ , â, , ... a^ des arbitraires, 
indépendantes des coeflScients de cp et <)/ ; ce seront, si l'on 
veut, les nombres o, i , 2, . . . tti ~ i ; ce seront des quantités 
a, a + Aa, a + 2Aa + A*a, . . ., Aa désignant un infiniment 
petit ; etc. Posons 

¥{x) = (a; - ai){x - aj ... (a; - a^), 
et considérons la fonction 

Hx, a) = 9m(a)-9(a)H^) ^ ^(a, x). . 

X ~~ a 

La formule d'interpolation de Lagrange donne 

!Ô(a,, x) = Ô(ai, aJÇi + 6(^4 , a^)?, ... + 6(ai, am)Sm, 

6(Om, x) = 0(am, ai)çi 4- 6(a,„, a^Ji^ ... -h 0(a^, am)lm\ 
formules 011 l'on a posé 

H F(a^) 

^* (a: - a»)F(aO 
D'ailleurs, 

(3) ?l -+- $, H- . . . Cm = I . 

Si l'on désigne par le déterminant 

2â ± 6;a„ ai)^{a^, a,) . . . 6(a«, o^), 
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je dis que = o sera la résultante des équations (1). En 

effet, appelons X le déterminant ^ ± l^ S» • • • la désignant 
la valeur que prend ?» quand on y remplace x par la racine 
Xj de 'f = o; si dans (2) on remplace successivement x par 
les racines Xi, a?,, ,.. Xmàe^ = o, on aura m* équations de 
la forme 

e(a<, Xj) = ô(a<, a^Yuj + . . . h- ô(aô an,)ln.j, 
ce qui montre que l'on a 

2d ± Ô{ai, Xi) Ô(aâ, a;J ... ô(a,»^ aj„») = 0X. 
Mais si Ton désigne par P le déterminant 

> -h • • • » 

réquation précédente s'écrira 

U^{Xi) nif(a<).P = 0PnF(a<)n ~^, 

c'est-à-dirOy en désignant par (o le coefficient de x^ dans ^, 
el en observant que nF(aJi) est égal à (— a))"*nij/(aj): 

Donc = est la résultante des formules (1), puisque 
(0 et nF'(ai) sont des quantités purement numériques. Main- 
tenant, nous ferons les remarques suivantes: 

1® Le déterminant est symétrique, car 6(a;,a) = Ô(a,a3); 

2^ Si Ton suppose 

«1 = 0, a, = a -h A, ... a,» == o -H m — I A, 
on aura 0(a<, aj) = 6(a -h i — i^i, a 4- / — y^); 
et en combinant convenablement les lignes et les colonnes 
de 0, son élément général pourra s'écrire 

(4) [^im^^y)Ua,y^a. 

Posant A = 0, on pourra mettre la résultante sous la forme 

> ± 6(55, V) • • • : = O, 

-^ ^ ^^ i)xdy àx^ày^ dx'^^ày'^-^ ' 

eu faisant x = y après les différenciations. 

3^ Lorsque l'élément général de a été mis sous la forme 
(4), il est facile de vérifier le théorème de Bezout; mais nous 
n'insistons pas sur ce point. 
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4® La méthode d'élimination indiquée ici se prête fort 
bien à la discussion des racines communes. Nous ne ferons 
pas cette discussion directement, elle n'offre aucune diffi- 
culté; nous ferons seulement observer que les valeurs de la 
racine commune sont données par les valeurs de Ç^, Ç„ ... ;•". 

8® La méthode exposée peut s'étendre, comme nous l'avons 
montré. (N. A,, juillet 1893.) 

Bien que les considérations précédentes soient fondées, on 
voudra bien Tobserver, sur les propriétés des fonctions symé- 
triques, elles n'empruntent rien à cette théorie et, par consé- 
quent, il nous sera permis de déduire la théorie des fonctions 
symétriques de celle de Télimination, à l'inverse de ce que 
l'on fait habituellement. 

Considérons, au lieu des équations 9 = 0,^ = 0, les 
équations 

(5) i}; = o, 9 -h 5 = 0. 

Le résultant de ces deux équations, obtenu en appliquant la 
méthode donnée plus haut, sera un polynôme entier en z de 
degré m de la forme 

Ao^*^ 4- Ai^"*-* H- ... -4- A,„. 

Il est évident que A^, valeur de ce polynôme pour ^ = o, 
ne sera autre chose que 0, alors A„» = o, ou = o, sera 
la condition pour que les équations <p = o, ^J/ = o aient 
au moins une racine commune. Mais la résultante des équa- 
tions (5) est 

{z 4- ^i){z ■+■ 9a) . . . (^ + (pm) = o. 

A„ = n<p (a?i), A,„_i = }^f{JCi)f (a?a) . . . «(iCm-i), . . . 

et Ton voit que si Am = o, k^^ = o, les équations 9 = 0, 

<]/ = o ont deux racines communes : elles en auraient trois si 

Ton avait en outre Am-2 = o ; et ainsi de suite. 

Il est facile de voir que 0, étant considéré comme fonction 

de <Ji, a,, . . . On, est divisible par le produit des carrés F'(ai) 

F'(a,) . . . des différences de ces quantités, en sorte que 119 ou 


=77—-- est à coefficients entiers par rapport aux coefficients de 

nF'(a) ^ *^^ 

^ei^; il n'entrera même aucun nombre entier en dénomi- 
nateur dans n<f{Xi). Or nous venons d'apprendre à former des 



2, 
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fonctions symétriques des racines de ^(x) — o de la forme 

par exemple. Si Ton suppose (f{œ) == ao + a^a? -4- ol^xI + . .. 
le coefficient de aja^a* dans U sera la fonction symétrique 

simple ^Xi ai xl laquelle, comme on voit, sera entière par 
rapport aux coefficients de <{/ et à coefficients numériques 
entiers; donc: 

Les fondions symétriques simples, et par suite, toutes les 
fonctions symétriques entières à coefficients numériques 
entiers, des racines d'une équation algébrique, sont entières 
par rapport aux coefficients de cette équation, et à coefficients 
numériques entiers. 

SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS DE LA. PARABOLE 

Par M. P. Delens, professeur do mathématiques spéciales, 

au lycée de Rouen. 



Lorsqu'on cherche Tintersection d'une parabole rapportée 
à son axe et à la tangente en son. sommet, avec une autre courbe, 
il est sou vent commode d'exprimer les coordonnées d'un point 
de la parabole en fonction du coefficient angulaire de la tan- 
gente en ce point, ou de l'inverse de ce coefficient angulaire. 
L*emploi de cette méthode conduit à des relations qui peuvent 
être utiles et qu'il m'a paru intéressant de signaler. 

I. — Soit donc t l'inverse du coefficient angulaire de la 
tangente en un point d'une parabole F rapportée aux axes 
ordinaires, c'est-à-dire la cotangente de l'angle que forme 
cette tangente avec Taxe de la parabole, et soit : 

(1) f{x, y) = CfrniXy y) -4- 9m-l(aî, y) ^ . _ + (p^j = o, 

l'équation, dans ce système d'axes, d'une courbe algébrique 
quelconque C ; les coordonnées de tout point de la parabole 
seront ; 

(-2) « = T » y = pi ^ 



JOURNAL DE BfATHÉMATIQUES SPÉCIALES 221 

et les valeurs de t correspondant, aux points d'intersection 
des deux courbes P et G, seront données par Téquation : 

p"'r<p„, (; » ^) -+• P*^*^"*"*?"»-! (^ , i) + . . . 4- (po = o. 

Posons : 

?m(a?, y) = K^ -»- Ai£C"^*</ -h . . . + A^î/"», 
<ffn-i{x, y) = Bo£c"*-i -h B^x'^-^y + . . . -h B„i_iy"»-*. 

L'équation en t, ordonnée, sera alors : 

La somme des racines de cette équation sera donc donnée 

par la formule : V^ = — 2 j^ . — D'autre part, l'équation 

qui douDeleâinvrrsesdes coefficients angulaires des directions 
asymptotiques de la courbe G est : 

(4) AqO"» + A^Ô"^* + . . . + An» = o, 

V A 

etlasommedesesracinesestdonnée par la formule > 6 = — — ^; 

il existe donc entre les deux sommes la relation : 

(5) 2dt = 22ri6, 

laquelle conduit au théorème suivant, que je voulais établir : 

La somme des cotangentes des angles que font avec taxe d'une 
parabole les tangentes fl cette courbe en ses points d* intersection 
avec une courbe algébrique quelconque est double de la somme des 
cotangentes des angles que font, avec ce même axe, les directions 
asymptotiques de la courbe. 

Il résulte en particulier, de ce théorème, que la première 
somme reste constante lorsque la parabole (ou la courbe 
donnée) se déplace parallèlement à soi-même, ou quand on 
remplace cette courbe par une autre, admettant les mêmes 
directions asymptotiques. 

Un cas particulier intéressant est celui des courbes, appe- 
lées quelquefois isotropiques, qui n'admettent pour directions 
asymptotiques que celles du cercle ; on voit en effet que la 
somme des cotangentes reste alors constante, quelle que soit 
la manière dont la parabole se déplace dans son plan, et 
qu'elle est toujours nulle. — On peut donc énoncer, comme 
corollaire du théorème cité plus haut, la proposition suivante : 
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La somme des cotangentes des angles que font, avec l'axe d'une 
parabole, les tangentes, à cette courbe, en ses points d'intersection 
avec une courbe isotropique quelconque, est toujours nulle. 

Dans le cas du cercle, la réciproque est également vraie; 
donc : 

lia condition nécessaire et suffisante pour que quatre points d'une 
parabole soient sur une circonférence, est que la somme des cotan- 
gentes des angles que font, avec l'axe de la parabole, les tangentes 
en cespoints soit nulle. 

Parmi les nombreuses applications de ces théorèmes, je me 
contenterai de citer les suivantes, dont la démonstration en 
découle immédiatement: 

Si quatre des aix points dHntersection d'une cubique circulaire 
avec une parabole sont sur une circonférence, la droite qui passe 
par les deuxautres points est parallèle à Vasymptote de cettecubique. 

Si quatre des huit points d* intersection d'une quartique isotro- 
pique avec une parabole sont sur une circonférence, les quatre 
autres points sont au^si sur une circonférence. 

II. — Revenons maintenant au problème primitif; l'équa- 
tion (3j nous fournira une circonférence; au moyen des for- 
mules(2), les coordonnées des points d'intersection des courbes 
G et P, et nous en déduirons aussitôt, en appelant {x^, y^), 
(a?s, ^2) ... ces coordonnées, les formules 

OU, tous calculs effectués : 

(6) 2^' = ='^2"* - =* § ' I]y» = ""p^^- 

Considérons d'abord cette dernière formule; elle montre 

que ^yi reste constante lorsque la corube C se déplace 
parallèlement à elle-même; on peut donc énoncer le théorème 
suivant : 

Le centre des moyennes distances des points d'intersection d'une 
parabole et d'une courbe' quelconque, reste situé sur une parallèle 
à Vaxe de cette parabole, lorsque la courbe si déplace, dans le plan, 
parallèlement à une direction quelconque; et cette parallèle à 
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raxe est la même pour toutes lei courbes ayant mêmes directions 
asymptotiques. 

Considérons de nouveau la première des formules (6) ; elle 

nous montre que j^x^ dépend de Bq, et ne reste par suite 
pas constante en général, lorsque la courbe G se déplace paral- 
lèlement à elle-même dans le plan; mais cet accident peut se 
produire pour une direction particulière. Pour le vérifier, nous 
supposerons que tous les points de la courbe G subissent une 
translation arbitraire, égale et parallèle à 00'; si nous appelons 
(a, b) les coordonnées du point 0', la nouvelle équation de 
la courbe se déduira de Tancienne par le changement de x 
et y en X — a et y — b; cette équation sera, tous calculs 
effectués : 

(') 9m{^, y) + (Bo - mAoO - A^b)ar-'^ -f-- . . . = o. 

La nouvelle valeur du coefficient de a?"*"* sera donc égale à 
l'ancienne et indépendante de la grandeur de la translation, 
si Ton a la relation 

(8) mAM + A.o = 0, ou 7 = — = • 

b mAo m 

Ainsi, il existe, dans le plan, une direction particulière pour 

laquelle ^x^ reste constante quand la courbe G se déplace 
parallèlement à cette direction ; et celle-ci est telle que 
la cotangente de l'angle qu'elle forme avec l'axe de la para- 
bole P est la moyenne arithmétique des cotangentes des 
angles que forment, avec ce même axe, les directions asymp- 
totiques de la courbe G; c'est la direction du diamètre de 
Newton, de la courbe G, conjugué à la direction de Taxe de 
parabole P . — Nous pourrons alors énoncer le théorème 
suivant : 

Le centre des moyennes distances des points d'intersection d^une 
parabole . P et d'une courbe quelconque G ) este fixe lorsque la 
courbe se déplace dans un plan^ parallèlem^ent au diamètre de 
Newton de la courbe G, conjugué à la direction de Vaxe de la 
parabole V; et ce centre est le méms pour toutes les courbes qui 
admettent les mêmes asymptotes. 
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Dans le cas particulier des courbes isotropiques, on voit que 
le centre des moyennes dislances est toujours sur Taxe de la 
parabole, quelle que soit la œurbe considérée et sa position dans 
le plan; déplus, ce centre reste complètement fixe lorsque la 
courbe se déplace perpendiculairement à Taxe de la parabole; 
ou retrouve donc ainsi une proposition démontrée par 
M. d^OcagnOy dans le cas du cercle, et dont il a donné d'inté- 
ressantes applications (*). 

III. — Les propriétés que nous venons de rencontrer pour 
la parabole peuvent être regardées comme une extension de 
certaines propriétés évidentes ou bien connues, de la ligne 
dioite, et en particulier de celle-ci: Le centre des moyennes 
distances des points d'intersection d'une courbe quelconque et d*une 
droite reste fixe lorsque la courbe se déplace parallèlement au dia- 
mètre de Newton, conjugué à la direction de la droite. — Ces pro- 
priétés peuvent être à leur tour généralisées et s'étendent 
sans peine aux diverses courbes paraboliques d'ordre quel- 
conque dont l'équation se ramène à la forme : 

(9) X ■= aoy« 4- a,y«-* -+- 4- a„ 

quand on prend pour axe des x leur direction asymptotique. 
En effet, l'équation aux ordonnées des points d'intersection 
de cette courbe P, avec une courbe algébrique quelconque G, 
est alors, en conservant les notations précédentes : 

Ao(aoy« 4- «lî/'-* +...)'"-+- (A^y -h Bo)(aoy« +...)"*"*+..•= o, 
ou 

(10) Aoayy"^? 4- mAoaî»~*aiy««-* 4- . . . = G, 
si l'on suppose toutefois q > 2, 

La somme des racines de cette équation est donc donnée 

par la formule : ^yi = — m— y et cette somme reste cons- 

tante quand la courbe C se déplace d'une manière quelconque 
dans le plan ; de sorte que le centre des moyennes distances 
des points d'intersection des deux courbes est constamment 
situé sur une parallèle à la direction asymptotique de la 

(•) Voir J. S. 1891, p. 97. 
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courbe parabolique P ayant pour équation 



«1 



y = -y 

la mémCy quelle que soit la courbe C, et qui, par suite, repré- 
sente son diamètre de Newlon. 

Cherchons maintenant la somme des abscisses des points 
d'intersection des courbes P et G ; elle sera donnée par la 
formule 

(H) 2dX^ = «o-^yî -+- «i-^yr* +...-+- mqoLq, 
oîi j/i représente une quelconque des racines de l'équation (10). 

D'ailleurs, une somme telle que 4^2/^, des puissances h des 
racines d'une équation, ne dépend que des coefficients des 

h + I premiers termes de cette équation ; donc ^^1, ^yl,,.. 

^yf"^ ne dépendent que des coefficients Aq et À^ , et ^y^f 

des coefficients Ao, A^ et Bq. Par suite, ^x^ reste constant 
pour toutes les courbes G admettant les mêmes asymptotes^ 
ou encore quand une de ces courbes G se meut parallèlement 
à son diamètre de Newton, conjugué à la direction asympto- 
tique de la parabole donnée P; et, dans ce cas, le centre 
des moyennes distances des points d'intersection des deux 
courbes est fixe. On peut donc énoncer le théorème suivant : 

4^ Le centre des moyennes distances des points d'intersection 
d'une parabole P d'ordre supérieur à deux^ et d'une courbe quel- 
conque G est situé sur le diamètre de Newton de cette parabole. 

2° Ce centre est le même pour toutes les courbes qui admettent 
les m4mes asymptotes; il reste fixe quand la courbe C se déplace 
dans le plan parallèlement à son diamètre de Newton, conjugué à 
la direction asymplotique de la parabole P. 

La diflér^nciation de la relation (H) nous conduit enfin à 
une autre propriété analogue à celle que nous avons établie 
en premier lieu pour la parabole du second degré. Elle nous 
donne en effet la formule 

JOURNAL DE VATH. SPÉG. — 1393. 10. 
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Cette somme ne dépend donc que des coefficients A^ et A| et 
elle reste par suite constante en même temps que eux-ci ; donc: 

La somme des cotangenles des angles que font, avec la direction 
asymptoHque d'une parabole d'ordre quelconque, les tangentes à 
cette courbe^ en ses points d'intersection avecune courbe algébrique^ 
reste constante quand cette courbe se déplace dans le pla% parai-- 
lèlement à elle-même ^ ou quand on la remplace par une autre ayant 
les mêmes directions asymptotiques. 

Cherchons, en terminant, la valeur de celte somme pour Ja 
courbe parabolique particulière : x = aj/«; et, pour simplifier, 
remplaçons la courbe C par le faisceau de ses directions 
asymptotiques ; nous obtiendrons la formule 

ou, avec nos notations primitives : 

formule qui se réduil bien, pour 9 = 2, à celle que nous 
avons trouvée d'abord pour la parabole du second degré, et 
montre comment elle se généralise. 

NOTE SUR L'APPLICATION 
d'une propriété relative aux coniques 

Par M. G. Leinbkugel, élèye-iDgénieur hydrographe. 



Une propriété très connue, que nous allons rappeler, donne 
une construction graphique simple du centre de courbure des 
courbes diamétrales définies de la manière la plus générale. 

Considérons deux droites A, A' qui sont des tangentes 
infiniment voisines à une courbe (e) et rencontrent quatre 
courbes (a), (6), (c) et (d) en des points a, a'; b, V; c, c'/ d, d\ 
Ces points a, 6, c, d et a\ 6', c\ d\ forment deux divisions 
anharmoniques égales. On sait qu'il existe une conique tan- 
gente à ces six droites A. A', a^\ bb\ ce', et dd' en vertu de 
cette propriété : 

Les tangentes à une conique déterminent, sur deux droites qui la 
touchent, des divisions miharmoniqueé égales. 
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Si nous passons à la limite, nous en concluons que, si une 
droite A se déplace en touchant une courbe (e) en e et ren- 
contrant trois courbes (a), (6), (c) en des points a, 6, c, la 




tangente en uq point (2 de A à la courbe (rf) décrite par ce 
point lorsque le rapport anharmonique (abcd) est égal à une 
constante X, est la tangente menée de ce point à la conique 
(E) qui touche A en e, et les droites qui touchent (a), (6), (c) 
aux points a,b,c. 

Cela posé, considérons le cas particulier oti la courbe (c) 
devient la droite de l'infini, on a alors : 

da 
db 

La courbe (E) est alors une parabole. Mais, si Ton fait tourner 
d^un angle droittoutes les tangentes à une parabole (E), autour 
des points où ces droites rencontrent une de ses tangentes, les 
nouvelles droites sont encore tangentes à une parabole (E'). 

Celte droite, autour de laquelle nous faisons pivoter les 
tangentes de (E), étant A, on voit que notre nouvelle parabole 
(E') est tangente à A; et de plus à la normale A' à (e) au 
point e; les points de contact avec A et A' étant évidemment 
le point où la tangente à (E), parallèle à A', rencontre A, et le 
point milieu du segment compris entre e et le centre de cour- 
bure de (E) en ce point. 

Comme A, A' sont deux tangentes à (E'), d'après la propriété 

rappelée au début, 

(a'6' 00 d') = {ab x> d) 

d'à' da 

-TTz-, = -77 = constante, 

db db 

si a', V, d' sont les points de rencontre des normales en 

a, 6 d à (a) (6) (d), avec la droite A'. 
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Nous allons montrer comment on peut construire graphi- 
quement le centre de courbure 8 en d si Ton se donne les 
centres de courbure a,p,e, en o,6,e aux courbes considérées. 

Auparavanfnous démontrerons le lemme suivant ; 
d 




Lexnme. — On considère un pnangle abc rectangle en b, les 
côtés bc, ac sont normaux aux courbes (b) et (a). En ces points 
a, b, les centres de courbure sont p, a. Construire la tangente à 
la courbe (c) décrite par c. 

d(a) _ac d(b) __ 6p d(c) c\l 



On a 



d{b) 6p d{c) c\j, d(a) a a. 

ia multiplication de ces trois égalités donne : 

Cul ca 

* .1 ___^ • 

c^ff aa, 

menons aa^, parallèle à C(X[ji.'', qui est considérée comme la 
normale à (c) en ce point et la droite a(x; les triangles aa^a. 



(1) 
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cafi. donnent : 
(2) 






COL 

aoL 



L'élimination entre (1) et (2) de Cfx fournit la relation : 

ca aa^ 
cet C[tf 

Donc a»! doit être égal à cl, ou, en d'autres termes, le point a, 
doit être sur ch perpendiculaire menée à ca par le point c. 
Construisons le triangle def dont les trois côtés passent par 
trois points en ligne droite a, a, c dont deux des sommets 
d, e décrivent les droites ch, pA le troisième sommet décrira 
une droite passant par h etpar le point E doot la construction 
est évidente. Si l'on considère le cas où f est à l'infini dans 
la direction hK, il y correspond un point a^ situé sur cft, et 
cette direction est par suite celle de la normale au lieu (d). 

Inversement, si on se donne la normale en c et seulement 
le centre de courbure p de 6, on 
en déduit le centre de courbure a 
de (a) en ce point. 

Nous voyons que, grâce à ce 
lemme, nous aurons les normales 
en a', V aux courbes décrites 
par ces points, puisqu'on suppose 
donnés les centres de courbure a, ^, et e. Ces droites sont 
les parallèles à A'K', h"K'\ déterminées graphiquement 
comme nous l'avons indiqué, menées par les points a', b\ 
Elles rencontrent la parallèle à A menée en e aux points 
a", h"; le point d' tel que 

d'à" d'à' _da _ 
dV "Wdb" ' 
jointe d\ donne la normale au lieu {d') décrit parce point. 
De la connaissance de cette normale on déduit celle du centre 
8, de {d}^ comme nous l'avons montré. 

Il suffit de supposer X = i pour voir que Ton a graphi- 
quement une construction du centre de courbure des 
courbes diamétrales considérées comme le lieu du milieu du 
segment ab déterminé sur une droite A qui enveloppe une 
courbe (e) et rencontre deux courbes (a) (6) en ces points a, 6. 
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Remarque. — Un cas particulier intéressant de la propriété 
démontrée au début est celui oîi les courbes (e) et (a) se con- 
fondent. On obtient en effet cette propriété : 

Une droite A est assujettie à rencontrer trois courbes (b),(c),(d) 
en des points b, c, d e^ à toucher son enveloppe en un point a tel 
que (abcd) = constante = X. Z^ centre de courbure en ce point 
a est celui d'une conique tangente à A en a et qui touche les droites 
tan gentes à (b), (c), (d) en ces points b, c, d. 

Les deux courbes (E) et {e) sont osculatrices, comme ayant 
trois tangentes confondues en ce point. Pour construire une 
de ces droites, connaissant les trois courbes (6), (c), (d), on 
voit qu'il suflSt de faire rayonner autour d'un point c de (c), 
par exemple, des droites, de déterminer sur chacune d'elles les 
points a tels que (abcd) = constante = X et de mener les 
tangentes, de c, à ce lieu. 

On voit que la connaissance des centres de courbure de 
(6), (o), (d), en ces points, n'est pas nécessaire pour cette 
construction. 



ECOLE CENTRALE 

(l'e Session 1893.) 



Géométrie analytique. 

Etant donnés deux axes rectangulaires et, sur I*axe des x deux points 
A, B dont les abscisses sont a et b, sur Taxe des y un point G dont l'or- 
donnée est c, on considère le faisceau des hyperboles équilatères qui 
passent par les trois points A, B, G. 

1* Former l'équation de celle de ces hyperboles qui a une asymptote 
dont le coefficient angulaire est un nombre donné X, et former l'équation 
de cette asymptote. 

Par un point quelconque du plan on peut mener une ou trois droites 
telles que chacune soit une asymptote d'une des hyperboles considérées. 
Former l'équation du lieu des points par lesquels passent trois droites 
qui satisfont à cette condition, et qui de plus sont telles que deux d'entre 
elles sont rectangulaires. Gonstruire ce lieu, indiquer les points où il 
rencontre les côtés du triangle ABG ; puis, prenant un point quelconque 
M sur ce lieu, trouver le centre de chacune des hyperboles considérées 
qui a une asymptote passant par ce point M. 

2« Former l'équation de celle des hyperboles considérées qui a un axe 
dont le coefficient angulaire est un nombre donné pi, et former l'équation 
de cet axe. 

Par un point quelconque du plan, on peut mener une ou trois droites 
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telles que chacune soit un axe d'une des hyperboles considérées. Former 
réquation du lieu des points par lesquels passent trois droites qui satis- 
fonU cette condition, et qui de plus sont telles que deux de ccb dr^^ 
ont des coefficients angulaires égaux et de signes contraires. Gonstmire 
la ligne représentée par cette équation; et, sur cette ligne, limiter Jes 
parties sur lesquelles doit être un point pour que, par ce point, passent 
trois droUes réelles satisfaisant aux conditions de 1 énoncé. 

Epure. 

Uaxe d'un cône de révolution supposé plein est situé dans le plan 
horizonUl de projection, on considère les deux demi-nappes de ce cône 
situées au-dessus du plan horizontal et limitées k des plans parallèles ; on 
les coupe par un cylindre oblique à base du cercle; on enlève du cône 

les parties situées dans Tinté- ^ ... .A v 

rieur du cylindre. On demande l"'â^à' '\ W'^'ai^ "' ô'^^o&s -^ 
de représenter par ses projec- '; 

tiens le demi- cône solide dans \ / 

lequel on a pratiqué ainsi une • 

entaille cylindrique. ^^ 

L'axe du cône est la bissec- ^\ 

trice de l'angle en s du triangle \.\ ,^^ 

asb. \ /9' 

Le côté db coïncide avec la \ / 

ligne de terre, et Ton a \ / 

xa = 0-,076 ab = O-jlîO Vc 

hy = 0-,065 as = 0-,149 / \ ^ 

6s = 0,179. / «^ 

Les plans parallèles qui limi- /' •'î 

tent le cône sont les suivants: ^^/ j^ 

!• le plan mené par la ligne 
de terre et dont la partie supérieure fait, avec la partie antérieure du 
plan horizontal un angle de 60*. 

2« le plan parallèle au précédent dont la trace horizontale cd est déter- 
minée par se — O^jOTO. 

La base du cylindre est un cercle de 0-,060 de rayon, situé dans le plan 
vertical de projection au-dessus de la ligne de terre et langent en & k 
cette ligne; les génératrices horizontales du cylindre sont parallèles k sb. 
On indiquera k l'encre rouge les constructions employées pour déter- 
miner : 
!• Un point quelconque de l'intersection et la tangente en ce point. 
2*» Un point quelconque de l'une des bases du cône et la tangente en 
ce point. 

3« Un point quelconque de la trace du cylindre sur l'un des plans de 
base du cône et la tangente en ce point. 
Titre extérieur. Intersection de surfaces. 
Titre intérieur. Cône entaillé par un cylindre. 
Les titres, en lettres dessinées, sont de rigueur. — Le cadre a 0-,450 

sur 0" 270 

La ligne de terre est parallèle aux petits côtés du cadre k 0-,263 du petit 
côté inférieur et à 0-,187 du petit côté supérieur. 
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EXERCICE ÉCRIT (*) 



72. — Étant données deux circonférences (A) et (B), on con- 
sidère une circonférence (S) tangente à (A) et (B). Lorsque (S) 
varie, le lieu du point de rencontre des tangentes communes à 
(A) et à (S) se compose d'une conique et d'une quartique : 
de même, le lieu du point de rencontre des tangentes com- 
munes à (B) et à (Sj se compose aussi d'une conique et d'une 
quartique. 

Étudier le genre des coniques, suivant la position des cir- 
conférences (A) et (B). (E. N. Bansien.) 

Solution de l'exercice 71 (**). 

Désignons par R le rayon du cercle (G) et par a la distance OP, O étant 
ie centre du cercle (G). Soient £c,t/i et x^y^ les coordonnés des points A 
et B; et m le coefficient angulaire de la corde A6. 

1» Le cercle (G) et la corde AB ont donc pour équation, respectivement, 

(1) a;» + î;«— R*=o, 

(2) y == ni{x — a). 

Les cercles de diamètre PA et PB ont respectivement pour équation 

(3) x^-hy^ — {Xi ■+■ a)x — 2/1/1 + (^i = o, 

(4) ' a?* + ^* — (a?a + 0)0? — 2/^8 + air, = 0. 

L'équation de l'axe radical (D) s'obtient en retranchant les équations 
(1) et (3), ce qui donne 

(5) x{xi -ha)-\- yVi — (R> + axi) = o. 

Dans cette équation, x^ et 2/1 sont des fonctions du coefficient angulaire 
m, qui serait, alors, le seul paramètre variable de l'équation (5). Mais il est 
plus simple de poser 

a?! = R cos ç, 2/1 = R sin ç, 

et Téquation (5) devient 

R(a5 — a) cos ? + Ri/ sin ç — (R* — ax] = o. 
On a donc immédiatement pour son enveloppe 

R^[{œ - a)* + y^] = (R* - axY, ' 

oUf en développant et réduisant 

x^ y* __ 

(6) RÏ"^RÏir7»""^- 

La droite (D) enveloppé donc une ellipse, si le point P est à l'intérieur 
du cercle (G), ou une hyperbole, si le point P est extérieur au cercle (G). 



(*) Nous avons publié, p. 205, une solution d'un exercice écrit, numéroté 
69 par erreur. On trouvera, dans le prochain numéro, la solution de l'exer- 
cice 69, dont l'énoncé a été donné p. 159. 

(**) Gette solution est de M. Barisien; nous en avons reçu une autre 
de M. Grolleau, répétiteur général au lycée de Marseille. 
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— La droite (D') dont Téquation est 

(7) a?(rr, + a) 4- yy^ — (R*+ aoct) = o, 
enveloppe aussi la conique (6). 

2» Pour avoir le lieu du point de rencontre de (D) et (D'), on devrait, 
en résolvant (1) et (2), calculer x, , yi , et x^ , y, ^^ fonction de m, et 
porter ces valeurs dans (5) et (7). On éliminerait ensuite m entre (ô) et (7). 
Le calcul ainsi fait serait fort long. 
Voici une méthode d'élimination plus rapide. 
On a 2/1 = m{Xi — a), 

î/j .— m (oîa — a). 
En portant ces valeurs dans (5) et (7^ ces équations deviennent 
rr, (a? — a + my) — a {my — x) — R* = o, 
or, (a? — a + my) — a (my — x) — R* =: o. 
Or, comme x^ est différent de x^, ces deux équations ne sont compa- 
tibles que si on a à la fois 

X — a -{- my = Of 
a{my — a;) -h R* = o, 
En éliminant m entre ces deux équations, on trouve 

(8) X = . 

2a 

Cette équation représente une ligne droite perpendiculaire au dia- 
mètre OP. 

3* Pour traiter cette troisième partie de Ténoncé, il est avantageux de 
prendre des coordonnées polaires, O étant le pôle et OP l'axe polaire. 

Soit S le centre de similitude externe des cercles (G) et ÂB, I le milieu 
de AB. On a 

OS _ R 

01 "" R - Al' 

Or, posons OS — r, SOP = 6. 

Il vient 01 = o cos b, 

AI = v'r" — ÔÏ* = y/R* — a» cos> 6. 
L*équation polaire du lieu de S est doue 

aR cos 6 

R — \/r« — o'cos'l' 

__ R[R+v/R»-a»cos'el 

"" a cos 6 

Cette équation, transformée en coordonnées cartésiennes, donne 

(9) y* = — p, ^ -* » 

2R* — ax 
Si le point P est sur le cercle (C), on a 

o = R. 

Lequatioa (9) devient y* = — =; '-* 

2R — X 

La courbe correspondante est une strophoîde droite, dont le point 
double est en P et le sommet en 0. 

11 convient de remarquer que la boucle intérieure de la strophoîde ne 
convient qù^au point de rencontre de similitude interne qui, dans le cas 
présent, est d'ailleurs toujours imagioaire. 
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QUESTION 331 

{Solution par M. E.-N. Barisirn. 



Une circonférence enveloppe une ellipse et la touche en deux points 
réels; un trapèze inscrit dans celle circonférence a ses côtés paral- 
lèles sur les tangentes à V ellipse aux extrémités du petit axe. Démon- 
trer que chacun des côtés non parallèles du trapèze passe par 
Vun des foyers, et que chaque diagonale est parallèle à l'une des 
droites qui joignent les foyers aux extrémités du petit axe. 

Lorsque les points de contact de V ellipse avec le cercle, sont ima- 
ginaires, ce sont les diagonales du trapèze qui passent par les 
foyers, et ce sont les côtés non parallèles qui ont les directions 
indiquées. (A. Tissot.) 

Soient le centre de Tellipse, A et A' les sommets du 
grand axe, B et B' ceux du petit axe, F et F' les foyers, M, M' 
les points de contact du cercle et de Tellipse, G, le centre du 
cercle, PP' la petite base du trapèze, QQ' la grande base. 



p, ''• 


■ " • •-. P 


^y"/^^ 


/\S 


,// ^ 


"^ \S\ 


0<^ 


*^.^J9% 


«'; 


B IÇ 



V I 



L'ellipse étant rapportée à son centre et à ses axes, l'équa- 
tion générale des coniques tangentes aux points d'intersection 
de l'ellipse avec une droite est 

Celte équation représentant une circonférence, le terme en 
xy n'existe pas; ainsi la corde de contact du cercle et de 
l'ellipse aoit être parallèle à l'un des axes. Lorsque la corde 
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de contact sera parallèle au grand axe, le cercle tangent 
enveloppera Tellipse. Si la corde de contact est parallèle au 
petit axe, le cercle tangent est à Tintérieur de l'ellipse. Du 
reste, les tangentes à rdlipse on B et B', dans ce second cas, 
sont à égale distance du centre du cercle et déterminent, dans 
ce cercle, un rectangle dont les sommets sont imaginaires. . 

La corde de contact ne peut donc être que parallèle au grand 
axe. 

Soit y — q = o Téquation de celle corde MM'. L'équation 
générale des coniques tangentes, aux points d'intersection de 
MM' avec l'ellipse, sera 

X(6>aî» + a«y« - a«6«) ^ {y - qf = o. 

En exprimant que cette équation représente une circonfé- 
rence, on a 

Xc» = I, 

et l'équation de la circonférence en question est 

(1) b\x^ -+- y*) -h 2c*qy - (a«6* + 0*5») = o. 

Les deux tangentes à l'ellipse en B, B', peuvent être consi- 
dérées comme constituant une conique correspondant à 
l'équation 

(2) y» - 6« = o. 

Une conique quelconque passant par les points d'intersec- 
tion de (1) et (2) est représentée par 

(3) b\x^ -4- y^) H- 2c^qy - (a^b^ -h cY) +p{y^ - **) = o. 
Cette conique représentera un système de droites si Ton a 

ou [u6* -h (cV + &*)]^ + «*] = o. 

On a donc, pour jx, deux valeurs fx', \i.\ 

|i.' = 2__ , fx' = - a». 

La valeur fx = oc , portée dans (3), donne l'ensemble des 
droites PP', QQ'. Les valeurs }x et \l" donneront les sys- 
tèmes PQ, P'Q' et PQ', P'Q. 

La valeur de fx', portée dans (3), conduit à l'équation 

b^x'^ 

(4) (qy _ 6.)« - -r = O- 
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Celle de jx" donne, de même : 

(5) b^x^ — c«(y - ç)* = o. 

Si l'on fait y — o, dans l'équation des droites (4), on trouve 
ic* r= c*; ainsi elles passent par les foyers de l'ellipse. 

D'autre part, les droites (S) ayant pour coefficients angu- 
laires dt - sont bien parallèles aux droites FB, F'B. 

Il est facile de voir que ce sont bien les côtés non parallèles 
ilu trapèze PP'QQ' qui passent par le foyer et les diagonales 
qui sont parallèles à FB et F'B, en considérant le cas par- 
ticulier du cercle principal de l'ellipse, décrit sur le grand 
arc comme diamètre. 

La droite PQ passant par le foyer, il en résulte que FP et 
FQ sont égaux : par suite, la droite FB', passant par les 
milieux de deux côtés du triangle PQQ', est parallèle au 
troisième côlé PQ'. 

L'équation (5) représentant les diagonales PQ', P'Q, on voit 
qu'elles se coupent au point I, milieu de la corde MM'. 

Le trapèze PP'QQ' sera réel si q est inférieur à 6. Mais 
si q est supérieur à 6, les droites (4) et (5) restent réelles, 
et cependant les sommets du trapèze sont imaginaires. Dans 
ce cas, rien ne semble changé à l'énoncé. Les droites (3) 
correspondant à la valeur |x' passent toujours par le foyer : 
les droites (3) correspondant à la valeur fx" sont encore paral- 
lèles à FB et F'B. D'ailleurs, dans un trapèze, dont les 
sommets sont imaginaires, les côtés parallèles peuvent être 
distingués; mais, pour les côtés non parallèles et les diago- 
nales, il ne parait pas possible d'en faire la distinction. 

Remarque, — On montrerait par un calcul analogue au pré- 
cédent que en considérant les cercles doublement tangents inté- 
rieurement à l'ellipse, et en les coupant par les tangentes aux 
extrémités du grand axe, on forme ainsi des trapèzes d'intersection, 
à sommets imaginaires et dont deux des côtés réels passent par les 
foyers imaginaires de Vellipse. 
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QUESTION 335 

Stolntion par M. H. Lebesgub, élève au lycée Louis-le-Grand. 



On considère une ellipse (E) et tine droite (D) passant par le 
centre de (E) perpendiculaire à l'une des diagonales du rectangle 
des axes. D'un point M, pris sur la droite D, on abaisse des 
normales à Vellipse. Montrer que le quadrilatère des pieds des 
normales est un trapèze dont les bases sont parallèles à une dia- 
gonale du rectangle des axes. 

Ijorsque le point M se déplace sur la droite D, les côtés non 
parallèles et les diagonales du trapèze enveloppent une hyperbole 
équilatère, et le lieu des pôles de ces droites y par rapport à l'ellipse^ 
est aussi une hyperbole équilatère. (E.-N. Barisien.) 

Prenons pour axes les diamètres conjugués égaux de l'el- 
lipse (E), Tangle yox étant l'angle obtus formé par ces diamè- 
tres. L'équation de (E), dans ce système, est; 

E = 2(a;« -h y^) - (a« -+- ô») = o. 

L'équation de l'hyperbole d'Apollonius du point M {Xq, y^) 
sera : 
9 =: (a« - 6*)(aî« - y^) - [(a* - ¥)x^ - (a» -h b'')y\x 

- [(a« + 6«)a;o - (a« - ¥)y\y = o. 

Et si M est sur la droite D perpendiculaire en à Oy, on a 

(a« -h \^)x^ - (a* - 6»)yo = o. 

D'oîi cp = (a* - b'^f(x^ - y*) -f- \a^b'^x^x = o. 

La parabole passant par les quatre points d'incidence des 
normales sera représentée par : F = E -+- X9 = 0, si X est 
choisi de telle sorte que les termes du second degré forment 
un carré parfait. 

On trouve Xc* = di 2. En prenant le signe -+-, on a 

Q 

F — 4ic* + T^a*6%aj — (a* H- 6*) = 4(5? — u^{x — u^ = o, 

2a*6« 
avec Uj -h t*i = — — p- x^\ 

c 

a* + 6» 

(t) WiU, = 
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Ainsi, le quadrilatère ABGD des points d'incidence des nor- 
males passant par un point M de la perpendiculaire D en 
à la diagonale S, est un trapèze dont les bases sont parallèles 
à Tautre diagonale Z\ 

2® Soient A(a; = a, y = p) l'un quelconque des sommets du 
trapèze; {x^, y^) les coordonnées du sommet G (ou D) non 
situé sur la base passant par A (G et D ne différant pas au 
point de vue analytique). Le lieu des pôles de AG ou de AD 
sera déterminé par les équations : 

I 2(aa? -h fy) — (a* 4- b*) == o, 
2(a« + p«) - (a» -4-6») ::= o, 
2{x^x-hy,y) - (a* + 6*) = o, 
2{x\ + y?) - (a» -+- 6«) = o, 

o» + 6« 

(XX i = tt.Wj = • 

4 
En éliminant ^ entre les deux premières, y^ entre les deux 

suivantes, on voit que a et x, sont racines de Téquatiou; 

4(a?» H- y*)C* - 4(a» + b*)x^ + (a* 4- 6«)(a« + 6» - 2y») = o. 
a el a?! sont en général différents, donc 

_ g* + 6« _ (a* + 6*) (a* -f- 6« — 2y« 

4 4(^* + y') 

ou . /" = a:* — y* + a* — 6* = o, 

et les pôles des côtés non parallèles et des deux diagonales 
décrivent, quand M parcourt la droite D, Thyperbole équilatère 
/*, telle que les axes de E en sont les asymptotes. 

L'enveloppe des côtés non parallèles et des diagonales qui 
est la polaire réciproque de f par rapport à E, est donc aussi 
une hyperbole équilatère. Elle admet donc les axes de E 
comme asymptotes; son équation est: 

4(o« - 6*)(a;» - y«) H- (a« + b^f = o. 

Il est inutile d'ajouter qu'où laisonnerait de même pour 
l'autre diagonale. 
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QUESTION 338 

Solution (*). 

/** V équation baf^ycentriqvs 

2a(X2 - If) = Kcr 

dans laquelle on suppose a = j^a, représente une droite perpen- 
diculaire à MoMi ; les quantités >© »!J^o > ^o » ^i » ••• ^^^l ^^^ coor- 
données tripolaires de M© ^t M^ . 

2^ Soit d la distance du milieu de MqM, au point dHntersection P 
des deux droites, cette distance étant regardée comme positive dans 
le sens MMj , Ona: 



sM.M/ (^ug Poulain.) 

La perpendiculaire en P est le lieu des points tels que 

MmS - MM? = PM? - PMÎ. 
Or, on a (/. S. 1889, p. 8), dans ma j, 

Note sur les tripolaires, 

2 Ea(X? - X«) 



MM„ = 



5 
2 



MM/ = 



£a(XÏ - X«) 



(7 

La relation devient donc 

2 ^ïX V-/"v2 




ou SalXg - X?) = c^dMoMj. 

Remarque, — Les coordonnées tripolaires figurent ici à titre 
de données auxiliaires. Mais on peut s'en débarrasser, en 
remplaçant ^0 ? P-o » ^0 » ^1 • • • au moyen de leurs diflférentes 
valeurs données (/. S. , 1889, p. 130), par exemple, on a 
.2 >2 yo - yî + gp - i?! 4- 3 cos kjy^z^ - y ,z^) 

sm* A 
L'équation ci-dessus a aussi l'avantage de mettre en évi- 
dence la distance d. 

(*) Nous n*avoDS pas reçu de solution de cette question. Celle-ci est de 
M. Poulain, qui avait proposé la question. 
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QUESTIONS PROPOSÉES 

375. — Une corde AB d'une parabole donnée pivote autour 
du foyer F. Les normales en A et B se rencontrent en P et 
coupent la parabole en deux autres points A' et B'. 

Montrer que : 

1° Les droites AB et A'B' sont parallèles; 

2® Le lieu du point P est une parabole; 

3° La droite A'B' envelopp ^ une parabole. 

ffe\-/V. Barisien.) 

376. — On considère un point quelconque M situé sur une 
. ellipse donnée et une corde AB telle que cette corde et la 
tangente en M soient également inclinées sur les axes de 
rellipse,rune en sens inverse de l'autre. Le lieu du centre du 
cercle circonscrit au triangle MAB est une ellipse, à condition 
que le segment de la corde AB intercepté entre les axes de 
Tellipse soil daos un rapport constant avec le segment ana* 
logue intercepté sur la tangente en M. 

(E,'N. Barisien,) 

377. — D'un point quelconque P pris sur la normale en 
un point donné A d'une ellipse (E), on peut mener à cette 
ellipse trois autres normales dont les pieds sont B, C, D. 

1® Si le point P se déplace sur la normale en A, le centre du 
cercle circonscrit au triangle BGD décrit une droite (A) ; 

2® Dans le même cas, le quatrième point de rencontre du 
cercle BGD avec l'hyperbole d'Apollonius relative au point P 
décrit une autre droite (A'); 

3° Si le point A se déplace sur l'ellipse (E), la droite (A) est 
normale à une autre ellipse (E") ; 

4<* Les quatre droites, telles que (A), relatives aux quatre 
normales PA, PB, PC, PD, concourent en un même point. 

(E.'N. Barisien.) 

Le Directeur-Gérant, 
G. DE LONGCHAMPS, 

IMPRUBRIB CBNTRALB DBS CHBMINS DB FBR 
lUrRIXElllB CHAIX, RUB BBRftlkRS, 90, PARTS. — 20110-9*93. 
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CUBIQUES CIRCULAIRES 

TANGENTES, NORMALES. QUADRATURES 
DES CUBIQUES PARTICULIERES 

Par M. Jan Cyane, ancien élève de TÉcole Polytechnique. 



Dans mon étude précédente, j'ai laissé au lecteur le soin 
facile de chercher à quelles conditions particulières des défi- 
nitions correspondent les diveises espèces de cubiques cir- 
culaires, et aussi quelles constructions particulières en résul- 
tent pour les normales et les tangentes. 

On sait qu'il y a de ces cubiques dont le point double a ses 
deux tangentes imaginaires, ou confondues (cissoïdes), ou 
réelles. Dans ce dernier cas, si ces tangentes sont perpendi- 
culaires, on a les strophoïdes. 

Je vais reprendre l'étude détaillée des cissoïdes et des stro- 
phoïdes, en n'insistant que sur les générations les plus simples 
et les moins connues. 

Cissoïdes. 

A . — Définissons-les au moyen 
de leurs cercles r< ou r^ qui 
sont confondus en un seul que 
nous appellerons r^,' (fig. i). 

Un angle constant BÔM tourne 
autour d'un point fixe de ce 
cercle; par le point R oîi OR 
rencontre la circonférence r^y, 
menons la droite RM, perpendi- 
culaire au rayon du point 0. 
Le point M, oii cette droite ren- 
contre le second côté OM de 
l'angle constant, décrit une cis- 
soïde. 

Cette cissoïde est droite et symétrique, lorsque l'angle con- 
stant Sœï est droit. 




Fig. 4, 
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Normale. — On sait la consliuire d'après celte définition. 
Sa projection MK, sur la droite RM, de direclion constante, 
est égale à la projection de la normale RR' de la circonférence 
lieu de R, projection qui n'est autre que la corde RS. 





Fig, ^, Fig, 3, 

Prenons donc, sur RM, une longueur MK = RS; élevons 
en K la perpendiculaire KN qui rencontre, en N, la per- 
pendiculaire, en 0, à OM. La droite MN est la normale 
cherchée. 

Tangente de la cissoïde droite. — L'angle ROil étant droit, 
soit L le milieu de l'hypolénuse RM. 

On a : OL = LM = LR. (fig. 2 et 3). 

Soit R'OM' une position voisine de la figure et soit encore 
L', tel que : 

OL' = L'M' = L'R'. 

Les trois cordes RR', MM' et LL' sont alors concourantes 
en un point T, et Ton a, par les triangles semblables : 

TL _ LM OL 
TL' "" L'M' " OL' ' 

En égalant les deux rapports extrêmes, on en conclut que 
le point T est sur la bissectrice extérieure OT du triangle 
OLL'. 

Si RR' est infiniment petit, LL' Test aussi) et la bissec- 
trice OT se confond avec la perpendiculaire à OL. Les tan* 
gentes RR', MM' et LL' concourent au point limite T* 
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Cela donne la construction suivante de la tangente à la 
cissoïde droite (fig. 2). On prend le milieu de RM , on trace 
OL, et Ton élève la perpendiculaire Oï à OL; puis on mène 
la tangente RT au cercle. Le point de concours T de ces 
deux droites OT et RT est un point de la tangente cherchée. 

Remarque. — La construction de la tangente à la courbe lieu 
de M serait la même, si, la droite RM restant parallèle à 
elle-même, le point R décrivait une courbe quelconque. 

QuMrature de la cissoïde droite. — Soit R'OM' une position 
de la figure génératrice, infiniment voisine de ROM (fig. 4). 

Comparons les aires élémentaires du trapèze RMM'R' et 
du triangle ROR'. 

Soit MM' une paral- 
lèle égale à RR', le 
point M" étant sur 
R'M'. L'aire MM'^M' est 
du second ordre et 
négligeable devant 
Taire du parallélo- 
gramme RMM^R^ au- 
quel nous pouvons alors 
réduire le trapèze. 

Ce parallélogramme 




Fig. 4. 



a même base RR' que le triangle ROR'. Soient MH et 01 

les hauteurs correspondantes : Tangle S0& étant droit et OR 

étant bissectrice de Tangle MRMj , on a, dans le triangle 

isoscèle MRM. : 

M,0 _ I _ 01 

MMi " 2 ~ MH' 

Ainsi le parallélogramme a même base que le triangle et 
une hauteur MH double de la hauteur 01. Donc Taire du 
parallélogramme est quadruple de celle du triangle et 

aire RMM'R' = 4 aire ROR'. 

Intégrons ces deux aires à partir du point 0. L'aire OpRMtxO 
balayée par RM sera aussi quadruple de Taire OpRO ba- 
layée par le vecteur OR (fig. 5). 

Remarque I. — En particulier, Taire ORDZMfxO, comprise 
entre le demi-cercle ORB, la demi-asymptote DZ et la demi* 
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cissoïde ZMO, est le quadruple do Taire du demi-cercle. Eu 
retranchant le demi-cercle ORD, on trouve donc que la moi- 
tié de l'aire comprise entre la courbe et son asymptote, équi- 
vaut ô trois fois le demi-cercle. 

Remarquée IL — Cherchons encore Taire balayée par le vec- 
teur OM, à partir du point . 

Soit (fig. 4) R'OM' une figure infiniment voisine de la figure 
génératrice ROM. Et évaluons la variation élémentaire de 
Taire du triangle ROM. Nous aurons: 

(1) dtriROM = aireMOM'H-aireRMM'R'- aireROR'; 

ou 

( d tri ROM = aire MOM' 

^^^ j + 3 . aire ROR', 

puisque 

aire RMM'R' = 4. aire ROR'. 

De Tégalité (2) on déduit : 

( aire MOM' = d aire tri ROM 

^"^^ j - 3. aire ROR'. 

Intégrons maintenant les aires 
du point jusqu'au point M, 
et nous aurons (fig. S): 
, ( aire segm OfxM = aire tri 
Fig- 5. ^*^ I ORM - 3. aire segm OpR, 

Ainsi Taire d*un segment de cissoïde droite, comptée à partir 
du point double, est équivalente à Taire d'un triangle, moins 
trois fois Taire d'un segment de cercle. 

B. Avtre génération des dssoïdes, — Étant donnés (fig. 6) un 
cercle de centre G et un point fixe sur ce cercle, on con- 
sidère une tangente mobile TM et un angle constant TOM 
qui tourne autour de son sommet 0, de manière qu'un de 
ses côtés OT passe constamment par le point de contact T 
de la tangente mobile. Le point M, intersection de son second 
côté avec la tangente, décrit une cissoïde* 

La cissoïde est droite lorsque l'angle constant est droit. 

Dans ce mouvement la vitesse angulaire de la tangente 
mobile est double de celle du vecteur CM. 








Fig, 6. 




Fig. 7. 
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Normale. — Il en résulte que la normale en M est divisée 

dans le rapport inverse - des vitesses angulaires, par les 

deux sous-normales en T et en 0, et par le point d'inci- 
dence M, tî'eslr à-dire qu'on a: 

MNo" 2' 

Normale à la cissùïde droite. — Menons en (fig. 7) la tan- 
gente au cercle, et soit L son intersection avec TU. L'angle 




Fig. 8. 

ÏOS étant droit et les angles LTO et LOT étant égaux, il 

en résulte que : 

LO = TL = LM. 

Ainsi le rapport de division — - est constant et égal à - • 

Des lors, la sous-normale en T (c'est-à-dire la perpendi- 
culaire TG à TM) est divisée, dans le même rapport, par les 
normales on M, en L et en T. 




'¥lHiâi|SjlM<l?^la<lroite OL, 
J^îconférence) se 
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et comme IM = 2 IL, on a encore : 

(1) aire IlOf' = 4 aire IIX' 

Sommons, dn point an point M (fig. 9). les aires Jbalayées 
par les recteurs tangentiels TM et TL, etnons aurons, d'après 
régalité élémentaire (Ij : 

(2; aire OrTMjtO = 4 x aire OrTLO. 

Remarque. — On déduit de là, facilement, que Taire du 
segment OaM est égale à celle du triangle OMT diminuée 
de trois fois celle du segment OrT. 

Au fond, cette propriété est identique à celle qui correspond 
à la relation (4) trouvée, par la première méthode. 
(A suivre.) 



CONSTRUIRE LES AXES D'UNE ELLIPSE 

CONNAISSANT DEUX DIAMÈTRES COx\JUGUÉS, EN POSITION 

ET EN GRANDEUR 
Par M. €• Mttrgerie. 



Soient OA, OB, deux demi-diamètres conjugués d'une 
ellipse. Si OB' = OB, les diagonales OG, AB' ont leurs 
directions conjuguées, dans la même ellipse. 





c 



^^<9' ^. Ftg. i. 

Si CAS'* ^J» par un point [a d'une cii conférence quelconque «o 
du plan, on mono (xa, (xp, |xS, fxy, respectivement parallèles 
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à OA, OB, B'A, GO, les cordes ap et yS se coupent en un 
point ir, et les droites qui joignent les extrémités de deux 
cordes issues de [l et parallèles à deux diamètres conjugués 
de Tellipse, passent par le point tu (théorème de Frégier). 

6^ étant le diamètre passant par tu, (xe et p.^ sont les direc- 
tions des axes. Nous aurons donc les axes, en position, en 
menant Oy et Ox parallèles à [xe et [a^. Ox étant dans l'angle 
aigu BOÂ est la direction du grand axe. Traçons la corde 
7^0 perpendiculaire à e^ : (A7| et [xd sont les directions des dia- 
mètres conjugués égaux de l'ellipse. 

Soient (flg. 2) OZ parallèle à [XTi ; BQ perpendiculaire à 

ox qui rencontre OZ en P : — = - • Prenons QP^ = QP et 

traçons P^BR. On a 

PiB ^ PjQ ^ 6 

BR QO a' 
Gomme B est un point de l'ellipse, BP^ est la longueur 
du demi-petit axe, et BR celle du demi-grand axe. 

UNE TRANSFORMATION 

DES FIGURES DE LA. GEOMETRIE DU TRIANGLE 
par M"* Veure F. Prime. 



1. Soit(*) G=:^-î + Ç + ^=o, 

a p Y 
l'équation d'une conique circonscrite au triangle de référence 

ABC. Cette conique admet, pourvoie d'homologie, le point 

Ps- =i- = X 

et, pour centre, le point dont les coordonnées /,, f>^%^^%y véri- 
fient les relations 
(1) wiin, + n^w, = n^/j + f^n, = /^m, -h mj^ 
Ges relations ne changent pas quand on permute les indices 
1,2; il en résulte que le pôle (fhomologie et le centre d*une 
conique circonscrite au triangle de référence, engendrent des lieux 
réversibles. 

(*) Cet article est écrit en coordonnées barycentriques. 

lOOIINÀL DK MATH. SPiC. — 1893. 11. 
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On peut encore dire que si deux œniques circonscrites au 
triangle de référence sont telles que le centre de tune soit le pôle 
d'hcmologic de Vautre, le centre de celle-ci sera le pôle d^homologie 
de la première. 

2. Mettons les relations (1) sous la forme 

^1 _ ^1 _, ^ . 

Wt -rn^- n.) m^{m^ - n, - /,) 7i^(n^ - /, - m,) ' 
elles définissent alors une transformation par laquelle le point 

(2) vSi :=:ly m,n 

est substitué au point 

3) xS, s: /(/ — m — n), m(m — n — Z), w(n — / — m). 

3 Ainsi, le point de Lemoine E a pour transformé le 
centre de la circonférence circonscrite ; il est le pôle d'homo- 
lo^ie de la circonférence circonscrite et le centre de la conique 

sin 2A 

= o. 



1 



a 



Cette conique est la transformée par points inverses de 
l'axe orthique; elle coupe la circonférence circonscrite au 
point harmoDiquement associé au diamètre de Brocard. 

4. Théorème. — Les anticomplémentaires xil, îrfi des points 
îrfi, TsSi sont réciproques. 

En effet, si a| , Pi , y^ ; a, , p, , y, sont les coordonnées 
des points tsJ'i , Trfi > on a 

w' — «1 Pi Yi 

wi-hn — t n -h l — m l -h m — n 

et vii := a,(m + n — /j = p,{?i 4- / — wi) = y^{l -h m — n), 

d'où a^a, = Pi?, = YiY, . 

5. Lorsque le point nSi décrit la droite 

(4) As:La + Mp + Ny = o, 
son transformé lïj, engendre la conique 

(5) r =: 2La« - 2 (M + N)py = o. 

La conique F rencontre le côté BG s: a = o du triaugle, 
de référence aux mêmes points que les droites, issues de A, 
dont le faisceau correspond à 

(P - y) (Mp - Ny) ^ o. 
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Elle est donc circonscrite au triangle complémentaire, elle 
contient les pieds des droites qui joignent les sommets du 
triangle de référence au point 

(6) 8 =: La = Mp =^ Ny, 

harmoniquement associé à la droite A, et elle passe par les 
milieux des segments AS, B8, GS. On pourrait donc l'appeler 
la conique des neufpoints relative au point 8 ou à la droite A. 

6. Si la droite A est Taxe orthique et 8, Torthocentre du 
triangle ABC, la conique T est confondue avec la circonfé- 
férence des neuf points de ce triangle. Cette proposition résulte 
immédiatement de ce qui précède ; en voici d'ailleurs une véri- 
fication analytique. 

On sait que si u, v, w sont les puissances des sommets A, 
B, G du triangle de référence par rapport à une circonférence 
donnée, l'équation de cette circonférence peut s'écrire 

Za.lua — Sa'Sy = o. 

Il en résulte que l'équation (5) représentera une circonfé- 
rence si 

L__ M __N_ M + N _ N4- L L-hM 

u V w a* — v — m;""6' — w — w~c' — w — v 

Ges relations donnent 

L = u = 6c . cos A is ^ ctg A, 

a 

M = V =^ c.a, cos B s: — r — s: cotg n, 



N = ti; = a. 6. cos G s is cotg G 

c 

d'oîi A =: Za.cotg A = o, 

8 s a . cotg A = B . cotg B = y. cotg G, 

Ts: Sa'JccosA — Sa'py = o. 

On reconnaît que A est l'axe orthique, 8, l'orthocentre et 
r, la circonférence des neufpoints; donc, lorsque le centre (Tune 
conique circonscrite à un triangle de référence décrit Vaxe orthique, 
le pôle dhomologie engendre la circonférence des neuf points, et 
réciproquement. 



1 
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7. Il est assez intéressant de rechercher Tenveloppe de la 

conique 

,^ l tn n 

Cs:--h---+--=o 

d p y - 

et de Taxe d'homologie 

l m n 
lorsque le pôle d'homologie parcourt la droite 

A =: La 4- M.8 4- Ny = o. 
Observons à cet effet que A coupe le côté AG ^ p = o, au 

point ^> 0, — — ; et le côté AB s: y = o, au point — • 

.— — > o ; les coordonnés d'un point quelconque de A peuvent 

donc s'écrire 

I -4- A; k I 

"17"' " M' " N' 
L'équation de G «st alors 

I -+- A; k 1 _ 

1^ Mp " n7 "" ^' 

(i-i^)""Kïra-s?)="- 

La conique G passe donc par le point fixe 

8 =: La = Mp =r Ny 
harmoniquement associé à la droite A. 
Quant à D, son équation est 

La ^Mp Ny __ 

I + A; k I 

ou A;»Ny + A; (— La -*- Mp + Ny). 4- Mp = o. 

Il en résulte que D enveloppe la conique 

d =: (- La + Mp + Ny)» - 4MNpy = o 
ou d =: SLV - 2SMNpy = o. 

Gette conique est tangente aux côtés du triangle de réfé- 
rence, les points decontact sont les pieds des droites AS,BS,G8. 
Nous pouvons donc, pour résumer tout ce que nous avons 
dit jusqu'à présent, énoncer le théorème suivant : 

Lorsque le pôle d*homologie (ïune conique G, circoruscrite au 
triangle de référence décrit la droite A , la coniqv>e G passe^ 
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par le point 8 harmoniquement associé à celte droite^ le centre 
décrit la conique des neuf points, relative à 8 A, et Vaase d*homo- 
logie enveloppe la conique inscrite au triangle de référence et pour 
laquelle Z et ^ sont le pôle et raoce d*homologie. 

8. Cas particuliers. — /<» Si le pôle d'homohgie décrit l'axe 
orthique, le centre se meut sur la circonférence dès neuf points, 
la conique passe par Vorthocentre et l'axe d'homologie enveloppe la 
conique K (*) ; 

2° Si l'on considère toutes les coniques qui, étant drconscritss 
au triangle de référence, passent par le point de Gergonne, leur 
axe d'homologie enveloppe la circonférence inscrite; 

5" Si les coniques passent par le point deLemoine, F axe d'homo- 
logie enveloppe V ellipse de Brocard et le pôle d*homologie engendre 
la droite de Lemoine ; 

4® Si les coniqu£s passent par le premier centre isogone, Faxe 
d'homologie enveloppe l'ellipse de Simmons, 

5® Si Von considère toutes les coniques qui, étant circonscrites 
au triangle de référence, contiennent le centre de gravité de ce 
triangle, leur axe d'homologie enveloppe V ellipse 

^yjax = o, 
tangente aux milietuc des côtés du triangle de référence. 

9. Le théorème précédent (n® 1) permet de considérer la 
qualirième tangente commune à deux coniques inscrites au 
triangle de référence comme la droite harmoniquement associée 
au point d'intersection des droites harmoniquement associées 
aux pôles d'homologie de ces coniques ; ou encore comme la 
transversale réciproque de la droite qui joint les réciproques 
des pôles d'homologie. 

10. Il donne encore cette conséquence : le lieu des pôles 
d'homologie des coniques inscrites au triangle de référence et tan- 
gentes à une même droite est la conique circonscrite au triangle de 
référence ayant cette droite pour axe dhomologie. 

(•) Voir Premier inventaire de la géométrie du triangle^ par M. Vigarié 
(Congrès de Toulouse). 
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Cette propriété est la consécpience immédiate da théorème 
établi aa n^ 7, mais elle en est aussi la transformée par la 
méthode des polaires réciproques. Car, par rapport à l'ellipse 
a* + ^* + Y* = O9 la conique ti a pour transformée une 
conique C, inscrite au triangle de référence, et tangente à 
la transversale réciproque de A; et, à Taxe dliomologie de 
la conique C, correspond le pôle dliomologie de G'. L'axe 
d'homoîogie de C en%'eloppant une conique inscrite au 
triangle de référence, le pôle d'homologie de (Y engendre une 
conique circonscrite à ce triangle. 

il* Si £9^9^ sont les coordonnées du centre de 
la conique F (n^ S), on a 

2L£ - (L-f-M)TO - (L 4- N)36 
= 2Mm - (M H- Nj% - (M 4- L)£ 
= 2N9ï> - (N 4- L)£ - (N + M)nïï. 
Ces relations peuvent s'écrire : 

£ m % 



211 211 211 

l'^m'^n m"*"¥"^l n"*"l"^m 

et aussi 

L(3£-m-96)=M(3m-% - £) = K(3% - £ - m). 

Ainsi les points £ , ^ , % ; rr» -^f — - décrivent des 

L M N 

courbes de même degré. 

12. Si L , M , N sont les coordonnées d'un point de 

Tellipse de Steiner, 

I I I 



L • M ■ N "~'^' 
et le lieu du centre de F est la droite de l'infini, qui cor- 
respond à l'équation 

a -H P -H Y = 0. 

On voit par là que le lieu du centre (ou du pôle d'homologie 
d'une conique circonscrite au triangle de référence dont le pôle 
d*homologie (ou le centre) décrit la transversale réciproque d'une 
droite harmoniquement associée à un point de V ellipse de Steiner, 
est une parabole circonscrite au triangle complémentaire et dont les 
diamètres aboutissent au réciproque du point considéré sur V ellipse 
de Steiner. 
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13. Lorsque ce point est le point de Steiner : 

L(ô« - c«) = M(c> - a«) = N(a« - 6«), 
le centre engendre la parabole dont l'équation est 

Sa»(c» - a*){a^ - 6«) h- S^6« - c»)«pY = o 
et le pôle d'homologie, la droite 

^ sin A. sin (B - G) ~ ^' 
laquelle est la transversale inverse du diamètre de Brocard. 

14. Si le point £ , TU , % engendre Tellipse do Steiner, 
le lieu du point —• — » -z^ a pour équation 



1 



= o 



2a + p + Y 
OU 5Sx« + ïiSpY = o- 

Cette conique est une ellipse concentrique et homothétiquc 
à l'ellipse de Steiner, le raj)port d'homothétie étant égal à 4. 

Quant au point L , M , N , il engendre la quartique 

52pV + iiapY^a = o. 

(A suivre.) 
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La géométrie du mouvement, Exposé synthétique, par le /)' Arthur 
Schœnflies, professeur à Tuniversité de G œttingen; traduit de TaUemand 
par Ch. Speckely capitaine du génie. — Edition revne et corrigée par 
Fauteur, suivie de notions géométriques sur les complexes et les con- 
gruences de droites, par G. Fouretj Examinateur d'admission à l'Ecole 
Polytechnique. — In-8» avec 27 figures; 1893. Prix : 6 fr. 50 c. 

EXTRAIT DE LA PREFACE 

La Géométrie du mouvemerUy appelée aussi Géométrie cinématique, n'a pas 
été, jusqu'ici, exposée dans son ensemble. Dans cet ouvrage, je me suis 
proposé de faire une telle exposition et de compléter la science en quel- 
ques points importants, je crois. 

Les recherches modernes qui ont trait à la Géométrie du mouvement 
ont, en général, comme point de départ, les notions de vitesse et d'accé- 
lération. Ce n'est pas là pourtant qu'il faut chercher la source de résul- 
tats purement géométriques, car la nature et les propriétés des formes 
géométriques engendrées par le déplacement ne dépendent pas de la 
vitesse plus ou moins grande avec laquelle se fait le déplacement, mais 
uniquement de la loi géométrique de ce mouvement, c'est-à-dire de la 
succession des positions occupées par le corps mobile. 
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A ee point de vue la géométrie du mouvement apparaît comme une 
branche de la Géométrie sjnlliétique. Chasles et JfannÂetm, les fondateurs 
de cette science, ont clé conduits par cette mâme idée. On la rencontre 
aussi dans l'ouvrage de Schell, Théorie der Bewegung und der Kr'àfte, et je 
me plais k reconnaître que c'est précisément cet ouvrage qui fit germer 
en moi Tidée d'exposer la géométrie du mouvement d'une manière pure- 
ment géométrique... 

L'ouvrage qui est soumis au lecteur n'a pas la prétention de traiter d^ne 
manière définitive de l'ensemble de la Géométrie du mouvement. Je me 
suis limité à une partie, la plus importante, celle qui a rapport au dépla- 
cement de systèmes invariables, lorsque chaque point décrit une courbe. 
Pour les autres mouvements, on n'a fait qu'établir les théorèmes prin- 
cipaux. 

Les exemples servent à l'illustration de la théorie et n'ont pas pour but 
de donner une exposition complète de certains mécanismes... 

Éléments de la théorie des fonctions elliptiques, par MM. Jules 
MoLK, professeur à la Faculté des Sciences de Nancy, et Jules Tannert, 
sous-directeur des Études scientifiques à l'École Normale supérieure. 
Quatre volumes grand in-8«», se vendant séparément. — Tome !•' Jntro - 
duction. Calcul différentiel (I" Partie) , 1893, 7 fr. 50 c. — Tome II Calcul 
différentiel (II- Partie) (Som presse), — Tome III : Calcul intégral (En pré- 
paration). — Tome IV ; Applications (En préparation): — (Librairie Gau- 
thier-Villars.) 

Extrait de la préface. 

Nous désirons, avant tout, expliquer pourquoi nous avons osé écrire un 
livre sur les fonctions elliptiques, si peu de temps après la publication 
du Traité que l'on doit à Halphen. Il va sans dire que nous n'avons pas la 
prétention de remplacer ou d'égaler l'œuvre de ce maître ; celle-ci est 
inachevée; mais la partie qui reste incomplète^ qui était attendue avec 
impatience par ceux qui aiment la Science pour elle-même et pour sa 
beauté propre, n'aurait pu avoir qu'un nombre restreint de lecteurs, 
que peuvent contenter, dans une certaine mesure, les beaux fragments 
publiés par M. Stieltjes : il ne nous appartient pas de compléter à œuvre 
d'Halphen. 

C'est un livre beaucoup plus élémentaire que nous avons tenté d'écrire, 
ce sont les étudiants de nos Facultés que nous avions en vue : nous avons 
essayé de faire un livre qui se raccordât avec l'enseignement qui leur est 
donné; s'ils peuvent, après nous avoir lus, traiter des applications faciles 
et les pousser jusqu'au bout; si quelques-uns d'entre eux complètent 
eurs connaissances dans le livre d'Halphen, s'ils étudient en particulier 
les belles applications qui remplissent le second volume, s'ils se retrou- 
vent sans peine dans les Pormeln und Lehrs'àtze zum Gebrauche der ellip- 
tischen Functionenque M. Schwarz publie d'après les leçons et les notations 
de M. Weierstrass, s'ils lisent les mémoires fondamentaux d'Abel et de 
Jacobi, s'ils pénètrent enfin dans la riche et admirable littérature des 
fonctions elliptiques et prennent en particulier connaissance des recher- 
ches de Kronecker et de M. Hermite, nous aurons entièrement atteint 
notre but. (*) 



(*) On trouvera dans le Bulletin des Sciences mathématiques (août, 1893 ; 
p. 205), une analyse très détaillée de cet ouvrage, faite par M. H. Andoyer. 
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EXERCICE ÉCRIT 



73, — On doQne une quadrique Q, de première classe, 
rapportée à ses axes et correspondant à Téquation 

Aa?» H- Bt/" + G55* = I. 

Autour d'un point fixe Mo (ajo , yo) ^o), on fait tourner une 
droite A. Par A', on peut mener à Q deux plans tangents. 
Soient P, P' les points de contact. 

1** Quel est le lieu décrit par le milieu de PP', quand A 
reste parallèle au plan desa;y? 

2® Ce lieu est une conique F. Trouver le lien décrit par M^ 
quand : 

a) r est une conique dégénérée, 

b) F est une parabole, 

c) r est une hyperbole équilatère, 

d) r est une circonférence. 

Solution de l'exercioe écrit 72. 

Nous supposerons les circonférences extérieures Tune à Vautre. Soient 
A et B les centres des cercles (Â) et (B), dont les rayons sont R et R'. 
Soit G le centre du cercle (2) dont le rayon est p. Soit aussi AB = D et 
R > R'. Désignons par S le point de rencontre des tangentes extérieures 
aux cercles (A) et (2];, et par E le point de rencontre dd la tangente 
intérieure avec Tune des tangentes extérieures aux mômes cercles (A) et 
(S). Le lieu des points de rencontre des tangentes communes aux cercles 
(A) et (S) 80 compose donc du lieu des points S el du lieu des points E. 
Nous allons successivement étudier ces divers lieux. 

1* Lieu des points S. — Prenons la droite AB pour axe polaire et le point 
A pour pôle. Posons AS = r et SA3"= 6. 

De ce que S est le centre de similitude des cercles de rayon R et p, on a 

R — p 
D'autre part, dans le triangle CAB 

GB* = CÂ* -f- AB* — 2CA. AB cos 6, 
ou (p -f R')« = (p 4- R)» -h D» — 2D(p -h R) cos e, 

ou encore 

R» — R^« H- D» — 2RD cos e 

^ ^ ^ "" 2D cos 6 — 2(R — R') 

Nous aurons Téquation polaire du point S, en éliminant p entre (1) et 
(2). Nous trouvons ainsi 

(3) r= R[D' - (R - RT1 

^ 4RU cos e + R" + 3RR' — 3R« — D« 
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G*e8t l'équation d*uiie conique ayant un de ses foyers en A et la droite 
AB pour axe focal. Cette conique sera une ellipse, une hyperbole ou une 
parabole, suivant que 



4RD 



< 

> 



1. 



D«+ (R— R')(3R4-R') 
Elle sera une parabole, si 

D« - 4RD + (R - R')(3R + R') = o, 

ou, en résolvant par rapport à D, si 

D= 2R±v/(R-+-H')*. 
La conique lieu de S sera donc une parabole, lorsque D = 3R + R' 




ou D = R — R'. Elle ne sera une yéritable parabole que pour D = 3R 
+ R'. Son équation est alors 

R{R -f R') 



(3R-4-R0 8in*- 

2 

La conique sera donc une ellipse ou une hyperbole suivant que Toq a 

[D - (3R + ROID - (R - R')]> o. 
Elle sera une ellipse lorsque 

D > 3R + R', 
ou D < R — R'. 

Dans ce dernier cas,(B)seraàriQtérieurde (A), et l'ellipse sera toujours 
imaginaire. 
La conique sera une hyperbole lorsque 

3R + R' > D > R - R'. 
Il est bien évident que le lieu du point S, relatif aux cercles (B) et (S), 
est aussi une conique ayant Tun de ses foyers en B. 
Son équation polaire (le pôle étant en B), s^obtiendra en changeant, 
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dans (3), R en R' et R' en R. On obtient ainsi 
(4, ^^ R'[D«-(R-RT] 



4R'D cos 6 + R» + 2RR' — 3R'» — D» 
Cette conique sera une ellipse ou une hyperbole, suivant que 

LD - (3R' + R)]fD + R- R'I < o. 

Or, comme on a supposé R > R', il en résulte que la seconde paren- 
thèse est toujours positive. Si D surpasse 3R' + B, cette seconde 
conique sera une ellipse. Si, au contraire, on suppose 

D < 3R' 4- R. 
la conique sera une hyperbole. 

2* Lieu des points E. —Le point K est le milieu de la distance A' G', 
A' et G' étant les points de contact de Tune des tangentes communes 
extérieures avec les cercles (A) et (2). Si I est le point de contact 
de (A) et (2), on a 

Kl = KA' = KG'. 
Le triangle KAG est rectangle en K, et Ton a 

KÏ* = AG.AI, 
si r désigne le rayon polaire AK. Donc 

(5) r« = R(R + p):_^ 

Si, d*autre part, on désigne par 6' Tangle KAI et par co l'angle polaire 
KAS, on a 

ô = 0) — 6^ » 

tge' = - = y = 

>/p" 

Donc sin 6' = ^ cos 6' = 

cos 6 = cos(tD — 6') = cos w cos ô' + sin w sin 6', 

s/R cos 0) -h \/p sin 0) ... 

ou cos 6 = ' = — ^^ • (6) 

n/R + p 

On aura l'équation du lieu de K, en éliminant, p et entre (2) (5) et 

(6). De (5), on tire 

r* 

(7) p = --R; 

d'où, en portant dans (6) 

R cos 0) + v/r* — R* sin (o 

(8) cos e = !— 2î • 

r 

Les valeurs (7) et (8), por tées dans (2), donnent Téquation polaire du lieu 

2rD[R cos (0 + v/r» — R» sin wl — 2r«(R — R') = R[D» — (R — R')«] 
ou, en coordonnées cartésiennes, 

[2{x* + î/»)(R - R' ) - 2DRa; + R [D» — (R - K)*]]* —4D*y*{x* + y«- R», (9) 
c'est une quartique, dont deux directions asymptotiques sont les droites 
isotropes, et les deux autres ont pour coefficients angulaires 

^D» — (R — R')*' 
Le lieu du point K, relatif au cercle (B) et (S), est aussi évidemment 
une quartique. 
Bemarque. — Le lieu du point G, centre du cercle (2), est une hyperbole» 
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lorsq[U6 (A) et (B) ne sont pas intérieurs Pun, à l'autre. On a alors 

CA = R -4- p, GB = R' + p ; 
donc GA — CB = R — R' = constante. 

Le lieu est donc une hyperbole de foyers A et B. 
Si (B) est intérieur & (A), 

GA=R— p, GB=:R' + p, 
GA + CB = H -h R'. 
Le lieu de G est alors une ellipse, de foyers A et B. 

(E,-N. Barmen.) 

Notes sur rexeroioe 69. (*) 

Reproduisons d'abord renoncé de cet exercice : 

On considère deux droites rectangulaires Ox, Oy. Deux paraboles P, P' 
touchent ces droites, refpectivement, aux points. A, B ; A', B'. 

On peut mener, aux paraboles P, P', une tangente commune MW que 
Von suppose parallèle à la première ou à la seconde bissectrice de yOx. 

y"" Démontrer que, dans cette hypothèse, le foyer de P est situé sur OM et 
que le foyer de P' est sur OM'. 

9"* En supposant que P soU fiace, trouver le lieu du foyer de P'. 

Posons OA = 0, OB = 6, OA' = a\ OB' = 6'. 

Rappelons d'abord que Téquation générale des paraboles tangentes en 
A à Ox et en B à 0^, est 



(1) 



v/"=V!='- 



Pour que cette parabole soit, en outre, tangente à une droite GD telle 
que OG = a, OD = p, on a la relation 

a 6 

(2) :;-+-7;='- 

a 
Premier cas. — La tangente CD est parallèle à la bissectrice extérieure de 
l'angle xoy. 
Alors p = a. La relation (2) devient 

a a 
1* Je dis que le foyer F est sur la droite joignant le point au point 
de contact M de GD avec la parabole P. 

En eifet, le point appartient à la directrice de P : donc le foyer F 
est à rintersection de AB avec la perpendiculaire abaissée de sur 
AB. Les équations de OF et GD sont, respectivement : 

ax — by=zo, 
a? -h y = a. , 
Les coordonnées du point de rencontre sont, par suite, en tenant 
compte de (3) 

ab* o«6 

(a 4- 6)« ^ (a + 5)« 

Or, ces coordonnées vérifient Téquation (1) de la parabole (P). Les 
droites OF et GD se rencontrent donc bien sur la parabole, en M. 

Par conséquent, pour toutes les paraboles tangentes aux trois côtés du 
triangle GOD, la propriété précédente est vraie. 

(*) Il a été publié, p. 205, sous le titre d'exercice 69, un exercice autre 

Î[ue celui que nous donnons ici. L'erreur est sans importance, mais nous 
jBi signalons pourtant, pour éviter toute confusion. 
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2* Le foyer F' de la parabole P' est donc k rinlersection des droites 
A'fi' et de la perpendiculaire abaissée de sur A'fi^ Les équations de 
ces droites sont 



(5) 

On a, de plus, la relation 



a' b' 



I I I 

laquelle, à cause de (3), devient 
tt>\ I I I , I 

a a 

Le lieu du foyer F' s'obtiendra donc en éliminant -: et 77 entre les 

trois équations (4) (5) et (6) ; Téqualion du lieu s'obtient immédiatement 
sous forme de déterminant 



= 0, 



X 


y 


I 


y 


— X 





I 


I 


I I 
5 + 6 



OU 



(a^ 4- y*) (^ + ^) - (^ + î/) = o; 



ou encore, d'après la valeur (3) de a : 

a* + y* — a(a; + y) = o. 
Le lieu du point F' est donc la circonférence circonscrite au triangle 
GOD. Ce résultat est d*ailleurs évident, puisque la circonférence cir- 
conscrite k COD, d'après une propriété connue, passe par F^ 

9* cas, — La tangente GD est parallèle à la bissectrice intérieure de Vangle 
xoy, 

Le second cas se traite de la même façon et conduit à un résultat 

analogue à celui que nous venons d'obtenir. 

(E.'N, Barisien.) 

fli^eeonde solation par M. G. Grolleau, Répétiteur général 

au lycée de Marseille. 

Soil X + y=:af 

Téquation d'une droite GD parallèle à la seconde bissectrice de Tangle 
des axes. 

Posons OA = i, OB = i; et OA' = i> OB' = -î-- 

U V u' v' 

L'équation générale des coniques tangentes aux axes, en A et B, est : 

[ux + vy — I)* — 2X a::y = o; 
et l'on a une parabole pour X = luv, Gette parabole est tangente à la 
droite GD si Téquation 



/ . a? + y\* 

I ua? 4- t;y — I — ^uuxy = o, 
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a ses racines égales, c*est-à dire si Ton a 

[(«- î)^ - î) - ^H* - (« - 'âJi" -zf = °- 

Cette relation doone 

(1) « + ''=^- 

a 

L'équation des paraboles P est donc 

(P) {ux — vy)* — 2{ux + vy) + I = o, 

avec la condition (1). 

L*éqaation des paraboles P' est, de même, 

(Pn {u'x — t/yy - 2(u'ir +i/y)+ i = o, 

avec la condition 

(2) W-hv' = -. 

a 

1* Pour aToir Téquation de M, il suffit de faire une combinaison homo- 
gène entre Téquation (P) et Téquation 

x + y = a. 
En tenant compte de (1), on a ainsi : 

{ux — vy)* — 2{ux + vy) 1 — = o, 

ou, en ordonnant : 

{au — i)* a?* — 2 [uva* + a{u -h v) — i]a?y -h (av — i)* y» =^ o; 
équation qu^on peut écrire, en tenant compte de (1), successivement sous 
les formes suivantes 

{au — 4 )■ a:?" — 2oH*t;a:^ -+-(«; — i )* j/» = o, 

l{au — i) a; — (av — i) y]* = o. 

L*équation de OM est donc 

au — I 

y = «, avec la condition (1). 

av — I ^ ' 

Remarquons que le foyer de P se trouTe sur AB et sur la perpendi- 
culaire abaissée de sur AB ; la droite OM ne contiendra ce foyer qoe 
si elle est perpendiculaire sur AB. Il faat donc que l'on ait 

au — I t* 

= I ; 

av — I V 

ce que Ton peut écrire a(w* — v*) = w — - v, 

ou a (m + v) = I , 

qui n'est autre que la relation (1). — On démontrerait de môme que OM' 

contient le foyer de P\ 

20 Pour avoir le lieu du foyer de P^ en supposant P fixe, il suffit 
d'éliminer u',tf ei a entre les quatre équations 

u'x + «'y — I = o, 
y {ai/ — i) = (aM' — i)x^ 

tt' 4- v' = -, 
a 

I 
M -h v = -. 
a 

Le calcul n'offre pas de difficulté; on élimine a, ce qui donne les trois 
équations u'x + v'y — i = o, 

y{v' — u — v) = (u' — tt — v) a;, 
u' 4- v' = u H- v. 
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En éliminant v\ on obtient 

«*' (« — y) -H («* H- v) î/ — I = o, 
W (a; H- î/) = (t* 4- v) x; 
d'où Ton tire facilement 

^* + ^* "" ;rxT. (« + y) = o» 

équation d'une circonférence passant par Torigine, et symétrique par rap- 
port à la première bissectrice de yOx. 



ECOLE CENTRALE 

(2* Session 1893.) 



Géométrie analytique. 

On donne deux axes de coordonnées rectangulaires ox et oy et l'en- 
semble de deux droites X(y — b)* + [x — a)* = o, 

10 Formuler Téquation générale des coniques A qui admettent ces 
deux droites pour diamètres conjugués et qui, de plus, sont tangentes à 
Taxe des x. 

Démontrer que, par un point quelconque du plan, on peut faire passer 
deux de ces coniques. 

2* On considère les deux coniques A qui passent par un point (0,9) 
de Taxe des y, et on demande le lieu du point de concours des cordes de 
contact des tangentes menées de Torigine à ces deux coniques, quand on 
fait varier q. Ce lieu est une parabole P qui, si l'on fait varier X, a 
deux points fixes et un diamètre fixe. 

3* Laissant X fixe, on fait mouvoir le point (a, b) sur la parabole qui a 
pour équation a = pb\ et Ton demande le lieu du point de rencontre de 
a parabole P avec celui de ses diamètres qui est conjugué à la direction 

ayant r-r pour coeôicient angulaire. 

A 1/ 



QUESTIONS PROPOSEES 

378. — Par un point donné 0, d'une circoDférence donnée 
G, on mène lo sécante qui la coupe en D. Sur la droite DO 
on prend les longueurs DA et DB égales au diamètre de C, 
de sorte que DA == DB = 200. Sur la même droite, on prend 
OB' = OB. On trace la perpendiculaire OL à AB, jusqu'à 
sa rencontre avec G, en L. Par le point B', on mène la 
droite parallèle à AL ; et, par le poirt A, la droite per- 
pendiculaire à AL. Démontrer quo le point M d'intersec- 
tion de ces droites est situé sur une épicycloïde à deux 
rebroussements* {Svéchnicojff, à Troïtzk.) 
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379. — On donne une conique (G) et un point A. Trouver 
les coordonnées de Torthocentre H du triangle formé par la 
polaire de A et par les tangentes à (G), issues de A. 

Réciproquement, Il étant connu, déterminer A. 

(Kœnigs.) 

380. — En diminuant les ordonnées d'une cissoïde, prises 
par rapporta son axe de symétrie, dans le rapport de i à y/ï, 
on obtient une cubique. Si, d'un poiDt quelconque de cette 
cubique, on mène trois tangentes à la cissoïde, les droites 
joignant le point de rebroussement de la cissoïde aux points de 
contact de ces trois tangentes forment, avec Taxe de symétrie, 
un faisceau harmonique. (E.-N. Barisien.) 

381-- Enunpoint M d'une cissoïde, dontlepointde rebrous- 
sement est 0, on peut mener à la courbe, outre la tangente en 
M, une seconde tangente dont le point de contact est T. Le 
lieu du point de rencontre de la tangente en M, avec la droite 
OT, est une cubique ayant même point de rebroussement que 
la cissoïde et dont les ordonnées, par rapport à la tangente 
de rebroussement, sont celles de la cissoïde, multipliées par 
2^7- (E.'N. Barisien,) 

382- — Les courbes dont l'équation est, en coordonnées 
rectangulaires : y = kx^ — h engendrent, par leur révolution 
autour de l'axe des y, des surfaces telles que, si l'on fait un 
orifice dans la paroi d'un vase formé avec Tune de ces surfaces, 
le mouvement du niveau d'un liquide s'écoulant par l'orifice 
est uniforme. (Vase clepsydre.) (E, Lemoine.) 



ERRATA 

Page 222, ligne 20 ; supprimez les mots : une circonférence, 

— 239, ligne 10, au lieu de: MMj , lièez : M^M, . 

— ligne 20, au lieu de : d, lisez : 2d, 



Le Directeur-Gérant, 
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CUBIQUES CIRCULAIRES 

TANGENTES, N-ORMALES. QUADRATURES 
DES CUBIQUES PARTICULIERES 
Par M. Jan Cyane, ancien élève de TÊcole Polytechnique 

{Suite et fin, voir page 241.) 



STROPHOIDES 




A. — Dn angle constant PGM tourne autour du centre G 
d'un cercle fixe (fig. 10) et le côté GP coupe la circonférence 
en un point P. On joint P à 
un point fixe situé sur 
celle-ci et Ton prend Tinter- 
section M de cette droite 
avec le second côté GM de 
l'angle constant. Le lieu du 
point M est une strophoïde. 

La strophoïde est droite et 
symétrique par rapport au 
rayon OG, si l'angle cons- 
tant PGM" est droit. Fig, lo. 

Il résulte, de la définition, que la vitesse angulaire du vec- 
teur GM est double de celle du vecteur OM. 

Normale. — Par suite, la normale en M est divisée dans le 

rapport inverse - de ces vitesses angulaires, par les sous- 

normales en G et en 0. On a donc : 

MNq _ I 

MNo "V 

Strophoïde droite. — Quadrature. — Gherchons la surface 
balayée par le vecteur GM, l'angle PCS étant droit (fig. H). 

Menons en A diamétralement opposé à et en P les tan- 
gentes au cercle, et soit T leur point d'intersection. La droite 
GT est bissectrice de l'angle FGA7 et par suite parallèle 
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è PM. Bref, le quadrilatère TPMC est un parallélogramme et 

PT = CM. 
Soit dd} le dé- 
placement angu- 
laire élémentaire 
de CM oude PT. 
Les deux aires 
élémentaires ba- 
layées par ces 
deux vecteurs sont 




égales : 



■^2 



- MO 

2 



= -PT^ 

2 



ta) 



[a>. 



Fig. 44, 

Intégrons les aires à partir du point C et du point A res- 
pectivement, et nous aurons : 

aire seg. G[xM = aire AttPTA, 
ou =2 aires tri. CMP -- aire secteur AGP, 

ou = aire tri. T'GT — aire secteur X'OX. 

Ainsi Taire d'un segment de strophoïde droite, comptée à 
partir du sommet G, équivaut à la différence entre l'aire d'un 
triangle et Taire d'un secteur de cercle. 

Surface de la boucle. — Soit a la longueur de Taxe GO. On 
trouve aisément : 



S ^ 



2a* a*, 

2 



Surface comprise entre V asymptote et les deux branches infinies. 
— Pour la trouver, cherchons d'abord deux relations entre les 
vecteurs CM et GM^ de deux points de la strophoïde, situés 
sur une même sécante passant par le point G (fig. 42). 

Les points correspondants P et Pj du cercle sont diamétra- 
lement opposés^ Les triangles semblables donnent aisément : 

(1) GM.GMj = GP.CPi = a\ 

Ainsi le produit des vecteurs GM et GM^ est constant. 

Soit DU l'asymptote . On a OD = GO. 

Soit OL la tangente au cercle, en 0. 



r 
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Soient enfin L et U les intersections de CM ou GM^ 
avec ces deux 
droites. On a # ^ /. 

i (CM + CM,) 

= CL; 
ety par suite, 
(2) CM -h CM, 

= cu. 

Cela posé, con- 
sidérons les aires 
élémentaires ba- 
layées par les 
vecteurs eu, CM 

et CMi lorsque fFig- ^V- 

la sécante CU tourne de do) autour de C. 

Nous aurons : 




(3) 



2 2 2 

= - X 2. CM X CMj. rfo) = a*, d 

2 



m 



o>, 



en vertu des relations (1) et (2). 

Intégrons les aires à partir des points D et 0, respective- 
ment. En vertu de la relation (3), nous aurons : 

( aire tri. CDU — aire secteur COfjLjMi — aire secteur COfxlVî 

^^^ j = a» X angle ÎjGIJ 

ou bien : 

(5) aire ODUMi(XiO-aire secteur CO[AM=a« X angle DGlJ. 
Si les points U et M, s'éloignent vers le point Z situé 

à l'inlini, sur l'asymptote DU, le point M se rapproche lui- 
même indéfiniment de C, et Ton a, à la limite : 

(6) aire ODZÇ - aire segm. GOyMG = a» X ^• 
D'où : 

(7) aire ODZÇ = - • a« -t- a« - - a* = /'i -+- -) a» • 

B. AiUre définition des strophoïdes. — Prenons la définition 
habituelle de ces courbes (fig. 13). 
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Étant donnés une droite OL, un point fixe sur cette 
droite et un autre point fixe G hors de cette droite, par le 
point C on fait passer une sécante coupant la droite en L 
et Ton porte sur celte sécante deux segments LM et LM^ 






s 




Fig, 4S. 

égaux à LO. Le lieu des points M ou M^ est une strophoïde. 
La strophoïde est droite, lorsque l'angle "COÏT est droit. 

Sous-normale. — D'après cette définition, cherchons à con- 
struire la sous-normale en G. 

En somme, nous transformons la droite OL définie par les 
deux vecteurs OL = r et CL = 5 et par une relation 
/*(r, s = 0), en une autre courbe dont le vecteur CM ou GM^, 
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que nous appellerons p ou pi, est égal à la différence ou à 
la somme des vecteurs s et r; 

p = ^' — r, Pj = « 4- r. 

De plus, le vecteur CM ou CM^ fait, avec Taxe polaire CO, 
le même angle co que le vecteur CL. 

D'après ce système de transformation, on construit ainsi la 

sous-normale CN ou GN^ : En L élevons la normale à OL 

jusqu'à sa rencontre en K avec la perpendiculaire élevée en 

G à GL. Portons en KN et en KN^ une longueur égale à 

KL; nous avons : 

GN = GK - KL, 

et GN, = GK H- KL. 

Les longueurs GN et CN, sont les sous-normales respec- 
tives des points M et M, relatives au pôle G. MN et M,Ni 
sont donc les normales de la strophoïde. 

Démonstration. — Galculons la sous-normale relative au pôle 



Fig, a. 

G» dans le cas d'une courbe quelconque, lieu de L transformée, 
comme il est dit ci-dessus (fig. i4). 
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Soit d'abord LE la normale, en L, à la courbe lieu de L 
et soient R et S les angles qu'elle forme avec les vecteurs 
LO et LG. 

Soient encore dr et ds les variations élémentaires de ces 
vecteurs, diù étant la variation angulaire correspondante du 
vecteur LG. Dans le système de coordonnées bipolaires, on 
a la relation, facile à établir : 

. sin ^ _ dr ^ 

^^ sïrS""dJ* 

d'autre part, dans le système de coordonnées polaires oîi C 
est le pôle, on a, pour la sous-normale GN du point M ; 

(2) CX = ^. 

Or p = « — r, 

d'oii : 

(3) dp = (fo - dr. 
Substituons dans la relation (2) : 

.. p^ _^ ds dr _ ds dr ds 

d(ù doi d(ù ds dio 

ds dr 

Remplaçons, dans (4), -=— par sa valeur GK et -=- par sa 

aot> as 

sin R 
valeur — : — ^ : 
sm S 

(S) CN = GK - GK-^^. 

sin S 

Mais la droite KH étant perpendiculaire à GL, on a 

Sin S 
KL.sinR = KH. 
Nous avons, finalement : 

GN = GK - KH, 
ce qui justifie la construction du point N, extrémité de la 
normale en M. 
On démontrerait de même que : 

GNi = GK + KH. 
Si Ton applique la construction à la strophoïde, le point H 
se confond avec le point L, et la iongiueur KH avec KL 
(fig. 18). 
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UNE TRANSFORMATION 

DES FIGURES DE LA GEOMILTRIE DU TRIANGLE 
par M-* VeuTc F. Prime. 

{Suite et fin, voir page 249.) 



Q = 



= o 



15. Lorsque la droite qui unit le pôle d'homologie au 
centre d'une conique circonscrite au triangle de référence 
est assujettie à passer par le point fixe P de coordonnées 
p, g, r, ces points engendrent la cubique Q dont l'équation 

est: 

a p Y 

«(« - P - y) P(P - y - oc) y(y - « - P)' 

p q r 

ou, plus simplement; 

Cette cubique est anallagmatique dans le système detrans- 



(*) On pouvait prévoir que le lieu serait une cubique, car les points du 
lieu qui se trouvent sur une droite, issue de P, sont les intersections de 
cette droite et de la conique à laquelle elle donne naissance par la trans- 
formation du n** 2. Or, l'on sait que si une droite et une conique engendrent 
des faisceaux homographiques, leurs points d^intersection engendrent 
une cubique circonscrite au pentagone qui a pour sommets les centres 
de ces faisceaux. 

Si Ton prenait, comme triangle de référence, le triangle complémen- 
taire du triangle ABC, il faudrait faire usage des formules : 

p g r 



et 



Qi + n Pi + rt P^+ Qi 

a p X 



9 



Pi+Yi Yi+ai «iH-Pi 
On prouverait ainsi que la cubique Q est, par rapport à ce triangle 
la cubique anallagmatique, par points réciproques, 

associée au point 

Pi Qi r^ 
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formation défini au n® 2 et sa transformée par points réci- 
proques est la cubiqae correspondant à Téquation 

Q' s: Spa«(|J - y) = o. 

16. Propriétés de la cubique Q. — 1*^ La cubique Q est 
circonscrite au triaugle de référence et au triangle complé- 
mentaire AiBiGi. 

2** Elle passe par le centre de gravité G du triangle de 
référence et par le point P. 

3** Les tangentes menées aux poiîits A, B, G, G, concourent 
au point P. 

4® Si Pa, Pb, Pc sont les points algébriquement associés au 
point P, les tangentes à la cubique Q, aux sommets A^, Bj, 
Ci du triangle complémentaire, sont les droites A^Pa, B^P^, 
G^Pc. Ges tangentes se coupent, sur la cubique Q, au point P' 
011 vient aussi aboutir la tangente menée au point P. 

Les coordonnées du point P' sont 

p(p - q -r\ q{q -r - p), r{r - p -- q). 

Ge point est donc le centre de la conique représentée par 

a p Y 

dont le pôle d'homologie est le point P. 

5® En rapprochant le 3® du 4®, une propriété bien connue 
des cubiques (*) permet d'énoncer le théorème suivant : 
lorsqu'un triangle est circonscrit à une conique, les droites qui 
joignent le pôle d'homologie aux sommets et au centre de gravité 
du triangle formé par les points de contact ont un rapport anhar- 
moniqtie égal à celui des droites qui joignent le centre de la conique 
aux sommets du triangle circonscrit et au pôle d*homologie (*). 

(*) y. Salmon {Cotirbes planes, 207), et Journal de Mathématiques spéciales, 
1892, page 49. 

(*) Par projection on en déduit ce théorème : 

Le point S étant le pôle de la droite A, par rapport k la conique G ; 
on circonscrit un triangle à la conique G et on construit le pôle trili- 
néaire S' de A par rapport au triangle des points de contact. P étant le 
pôle d^homologie de la conique G, par rapport au triangle circonscrit, le 
rapport anharmonique des droites qui joignent P aux points de contact 
et k 8' est égal à celui des droites qui joignent 6 aux sommets du 
triangle circonscrit et k P. 
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n. Propriétés de la cubique Q'. — Désignons, par P^, le 
réciproque de P; par P^a, Pibi Pic» l©s points oîi les droites 
APi, BPi, GPj coupent les côtés BG, GA, AB du triangle de 
référence; par P", ranticomplémentaire de P. 

1® La cubique Q' est circonscrite au triangle de référence et 
au triangle PiaPibPic- 

2® Elle passe par le centre de gravité G du triangle de 
référence et par le réciproque P^ de P. 

3® Les tangentes aux points A, B, G, P^ passent par G, 

4^ La tangente au point G est la droite GP. 

Les cubiques Q', Q sont donc tangentes au point G, à la 
conique ABGPiG; la tangente commune est la droite GP. 

5® Les tangentes aux points P^a, Pib» Pic sont les droites 
PioGa, PibGb, PjcGc qui joignent ces points aux sommets Gû, 
Gb, Gc du triangle anticomplémentaire GaG^Gc. 

Ainsi que nous Tavons démontré {Journal de Mathématiques 
spéciales, page 73, année 1892), les droites GjaPia> G^bP^b, 
G^cPic concourent en un même point P' qui est l'anticom- 
plémentaire du réciproque de P^, c'est-à-dire Tanticomplé- 
mentaire de P. 

Ge point P' appartient d'ailleurs à la cubique Q', car on 
vérifie immédiatement que 

Sp ( — p -4- g + rY{q — r) = o. 

Et, comme la droite GP contient le point P", la propriété 

des cubiques que nous rappelions tantôt nous donne, dans 

ce cas, régalité 

P'XPiaPibPicG) = G(A, B, G, PO 

d'oîi Ton déduit le théorème suivant : 

Lorsqu'un triangle est circonscrit à une conique, les droites qui 
joignent le centre de gravité aux sommets et au pôle d'komologie 
forment un faisceau anharmonique équivalent à celui des droites 
qui joignent Ranticomplémentaire du réciproque du pôle d'hom^logie 
aux points de contact et au centre de gravité du triangle circonscrit. 



Note I (n« 7). 



riOTE 1 (n" i). 

1. Quand deux coniques sont circonscrites au triangle de réfé- 
rence, leur quatrième point d'intersection est le point harmoni- 
quement associé à la droite qui joint les pôles dhomMogie. 

JOURNAL DE MATH. SPÂG. — 1S93* 12. 
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o • X l m n 

Soient - + T ■+• - = o, 

« ? Y 

r m' n' 

a p Y 
deux coniques circonscrites au triangle de référence; ces 
lignes ont pour quatrième point commun le point 

a {mn' — nm') = p (ni' — Inf) = y (/m' — mP) 
harmoniquement associé à la droite dont l'équation est 
a{mn' — nwi') + p(nr — In') -h Y(im' — m/') = o, 
droite qui joint les pôles d'homologie (/, m, n), (l\ m', n') des 
coniques proposées. 

On peut encore dire que : la droite qui passe par deux points 
est harmoniquement associée au réciproque du point d'intersection 
des transversales réciproques des harmonicales de ces deux points. 

Il résulte de là que, si le pôle d'homologie d'une conique 
circonscrite au triangle de référence décrit une ligne droite, 
la conique engendre un faisceau ayant, pour points fonda- 
mentaux, les sommets du triangle de référence et le point 
harmoniquement associé à la droite parcourue par le pôle 
d'homologie. Un théorème bien connu donne alors et très 
simplement le lieu du centre des coniques de ce faisceau; et, 
en observant que l'axe d'homologie de ces coniques trace des 
ponctuelles homographiques sur les côtés du triangle de 
référence, on obtient immédiatement l'enveloppe de ces co- 
niques. 

Note II (n« 7). 
l.Si 

(1) /a = mp = ny, 

(2) Vol = w'p = n'y, 

sont les pôles représentée par l'équation d'homologie, la qua- 
trième tangente commune est la droite 

a p Y 

^ ' mn' — nm' ni' — M Im' — mV ~ 

Cette droite est harmoniquement associée au point d'inter- 

seclion des droites 

la + wip H- ny = o, 

Vol 4- m'P + n'Y = o, 

qui, elles, sont les harmonicales des pôles d'homologie (1), (2)% 
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Mais (3) est aussi la transversale réciproque de la droite 
a(mn' — wm') + p(ni' — Iri) 4- ^{In' — m/) = o 
qui joint les réciproques 

l m n 

V m' n' 
des pôles d'homologie (1), ("2), 

2. Appliquons ces résultats aux circonférences inscrite et 
exinscrites. 

Le pôle d'homologie dé la circonférence inscrite (I) est, 
comme on le sait, le point de Gergonne : 

a P r . 






A " B ■" G' 

tang- tang- tang - 

2 2 2 



celui de la circonférence ex-inscrite dans l'angle A (la) est 
l'adjoint du point de Gergonne : 

« P Y 






A. , B cotgC 

tang - colg - ^- 



T. = ^^l- + ^-i = o. 



La quatrième tangente commune aux circonférences (I), 
(la) est donc la droite 

h ^ c ' h c 
Désignons, par (TaT^), le point d'intersection des droites 
Ta, %. Les droites A(T5Tc), B (T^Ta), GlTaT^) qui vont des 
sommets du triangle de référence aux sommets du triangle 
formé par les tangentes Ta, Tb, Te, ont pour équations 

^ ^'^'^'^^bip^b)(c -a) "^ c{p « c){a - b) "" ^' 
B {TcTa)s:^^^_^^^^_ ^^ H- «^— —^^^-^ = o, 

G (TaTb) ^ — 7— — 777 4- ,-: r— = G. 

^ a{p --• a){b - C) b(p-- b)(c— a) 

Elles déterminent donc un triangle homologique au triangle 
de référence; le pôle d'homologie est le point 

X ^ y ^ z 

cos B — cos G ~ cos G — cos A "" cos A — cos B * 
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Ce point est, d'après M. Poulain, le différentien trilinéaire 
du centre de la circonférence circonscrite au triangle de 
référence ; il esl l'intersection de l'axe antiorthique 

X -¥ y H- ip =lo 
et de l'axe orthique 

a? cos A 4- y cos B + jsf cos G = o. 

L'axe d'homologie est la tranversale Inverse de la droite 10 

qui joint le centre de la circonférence inscrite au centre de la 

circonférence circonscrite, 

3. La quatrième tangente commune aux circonférences 
ex-inscrites (Ib) , (I)c est la droite 

T''^ s: -r-^ H f -h ^ = o. 

6 + c b c 

Les trois tangentes T^c , Tca , Tab forment donc un triangle 

homologique au triangle de référence; le pôle d'homologie 

est le point supplémentaire du centre de la circonférence 

circonscrite ; ses coordonnées valent 

œ y . z 



cos B 4- cos C cos G -h cos A cos A -h cos B 
il appartient donc à la droite 10. 

Quant à Taxe d'homologie, en vertu d'un théorème de 
d'Alembert, il coïncide avec Taxe antiorthique 

'« P Y 

- -H 7 -h - = o. 

abc 

4. Il résulte encore de ce théorème de d'Alembert que le 

triangle (T5, Te, T^c) est homologique au triangle de référence 

et que l'axe d'homologic est la droite 

a p Y 

1-7-4----= 

abc 

quijointles pieds des bissectrices intérieures des angles B, C. 

5. Par projection conique, on déduit de là le théorème 
suivant : 

Le triangle A'B'G' étant circonscrit et homologique au triangle 
ABG, (m construit irais coniques inscrites au triangle ABG et 
pour lesquelles les points A', B', G' sont, respectivement ^ les 
pôles d*une droite donnée A ; on mne^ à ces coniques, les tangentes 
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communes autres que les côtés du triangle ABC. Le triangle formé 
par ces tangentes est homologique, à la foiSy aux triangles ABC, 
A'B'C, et l'axe (ïhomologie est le même dans les deux cas. 

* Note III (Sur le cercle H). 
Le cercle polaire conjugué (H) a pour équation 



:=: 2d(j} 



(H) =: -^a» cotg A ^ G. 
La droite D s: /a -h mp -4- ny =■- o 

est donc, par rapport à (H), la polaire du point 

a p Y 



P=: 



l tang A m tang B n tang G 
Ce point est le tangentien du point 

F =: - = ^ = -^ 
l m n 

qui est Vantitangentien de P. 

Dès lors, les propriétés des pôles et polaires justifient 
immédialement les propositions suivantes ; 

/® Si un point décrit une ligne droite, la polaire trilatère de son 
antitangentien passe par un point fixe de la perpendiculaire 
abaissée de Vorthocentre sur la droite considérée. 

2^ Si un point décrit une ciî^conférence passant par U orthocentre, 
la polaire trilatère de son antitangentien enveloppe une parabole 
ayant Vorthocentre pour foyer et dont Vaxe passe par le centre de 
la circonférence considérée. 

3^ Si un point décrit une circonférence ne passant pas par Vor- 
thocentre, la polaire trilatère de son antitangentien enveloppe une 
conique dont Vorthocentre est un foyer et dont Vaxe focal est la 
droite qui joint Vorthocentre au centre de la circonférence consi- 
dérée. 

4® Si un point décrit une conique, dont Vorthocentre est un foyer ; 
la polaire trilatère de son antitangentien enveloppe une circonfé- 
rence dont le centre est sur Vaxe focal de la conique considérée. 
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r r 



CONCOURS GENERAL 

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES SPECIALES 
Par M. Hiehel» élève au collège Ghaptal . 



On donne une conique (S) et un triangle ABC conjugué par 
rapport à cette conique. 

4^ Démontrer que par un point P quelconque de (S) passent 
quatre coniques circonscrites au triangle ABC et touchant (S) 
chacune en un points autre que P. 

3® Les points où ces quatre coniques touchent (S) sont situés sur 
une conique (Si) circonscrite au triangle ABC. 

3^ Quand le point P décrit la conique (S), la conique (Si) enve- 
loppe une courbe (F) du quatrième ordre, 

4® D'un point M. de la courbe (r), on peut mener ^ à cette courbe, 
quatre tangentes autres que celhs qui touchent la courbe en M. 
Démontrer que les points oii les quatre tangentes touchent (F) sont 
sur une même droite (D), et trouver Fenveloppe de la droite (D) 
quand le point H décrit la courbe (F). 

SOLUTION ANALYTIQUE (*) 

1® et 2®. — Prenons le triangle ABC pour triangle de réfé- 
rence. L'équation de la conique (S) est alors 
(S) AX" + BY» + CZ« = o. 

Soient a;o,yo»^o> l®s coordonnées d'un point P de (S). 
L'équation d'une conique qui touche la conique (S; en un point 
M, dont les coordonnées sont x^ y, z, est de la forme 
AX* 4- BT» -4- GZ* + (uX + vr H- M;Z)(Aa:X + ByT + C^Y)=o. 
Si cette conique est circonscrite au triangle ABC, on a les 
conditions 

ujc + I = o, vy -h I = o, wz + ! = o. 
Si, de plus, elle passe par le point P, on a 

UXq -r t;yo -♦- *^5^e = o- 

{*) Voyez {Journal^ p. 190) une autre solution de cette question. 
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En éliminant u, v, w, entre les quatre conditions précé- 
dentes, on obtient 

i« + y» + !• = 0. 

X y z 
ce qui montre que le point de contact M est sur la conique 
(Sj), circonscrite au triangle de référence, et dont Téquation est 

(SO X "^ Y ^ Z ■" ""• 

Il y a, par suite, quatre points tels que M et quatre coniques 
passant par P, touchant la conique (S) et circonscrites au 
triangle de référence. 

3® Cherchons Tenveloppe de la conique (S^), quand le point P 
se déplace sur la conique (S). A cet effet, faisons correspon- 
dre à un point de la conique (SJ, dont les coordonnées sont 

X, Y, Z, le point dont les coordonnées sont: Tv ' gy' GZ* 

La conique (SJ se transforme alors en une droite (Ti) dont 

réquation est 

AXxo + BYyo + CZ^o = o, 
avec^la condition Ao^ + Byl -i- G^o = o. 

L'enveloppe de cette droite est évidemment la conique (S); 
Tenveloppe (r) de la conique (S^) est, par suite, la courbe 
déduite de la conique (S) par la transformation du second 
ordre précédente, qui est réciproque. Son équation est 

I I I _ 

ÂX"« "^ bT* "^ GZ« "" ^* 

La courbe (F) est une quartique qui admet les points 

A, B, G, comme points doubles, les tangentes en ces points 

étant les tangentes issues, de chacun d'eux, à la conique (S). 

4® Prenons maintenant la conique (S') dont l'équation est 

X> Y* Z> 
Â-^B^G =^- 
Par un point quelconque de cette conique passent quatre 
coniques circonscrites au triangle ABC et tangentes à la 
conique (S'). A un point de la figure, dont les coordonnées 
sont X, Y, Z, faisons correspondre le point dont les coor- 
données sont i?: ' V ' ^ • ^'^^® *^ conique (S') se transforme 

X 1 /i 
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en la quaptique (F) ; les quatre coniques deviennent les quatre 
tangentes qu'on peut mener à la quartique (F) d'un point M 
de cette courbe; les points de contact de ces tangentes sont 
sur la droite D, transformée de la conique (S'i), circonscrite 
du triangle de référence, qui contient les points de contact 
des quatre coniques. 

L'enveloppe de la conique (Si) est la quartique dont l'équa- 
tion est 

ABC 

-1- -+- = o 

X* Y« Z* 

L'enveloppe de la droite (D) est par suite la courbe dont 

l'équation est 

AX» -+- BY« -h GZ* = o, 

c'est-à-dire la conique (S) primitive. 

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE (*) 

Transformons homographiquement la figure, de façon que 
deux des sommets du triangle, B et G^ deviennent les points 
cycliques. Les points d'intersection de la droite BG avec la 
conique (S), étant conjugués harmoniques par rapport aux 
points B et G, se transforment en les points à l'infini de 
deux directions rectangulaires. La conique (S) se transforme 
donc en une hyperbole équilatère (s) qui admet pour centre 
le transformé a du point A. 

Il s'agit alors de démontrer que, par un point p d'une 
hyperbole équilatère («), passent quatre cercles contenant le 
centre a de cette hyperbole et la touchant chacun en un 
point autre que p, et que les points de contact de ces cercles 
sont sur un même cercle passant par a. 

Soit donc un de ces cercles w; appelons I son point de 
contact et q le quatrième point d'intersection avec l'hyperbole. 
L'hyperbole (s) et le cercle (w) sont homologiques, le centre 
d'homologie étant le point I, l'axe d'homologie la droite pq. 
Menons, par le point I, les parallèles aux asymptotes, qui 
rencontrent le cercle aux points a et p. La droite ap, qui 
est la transformée de la droite de l'infini considérée comme 



(*) Cette solution est celle à laquelle on a donne' le prix d'honneun 
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appartenant à l'hyperbole (s), est parallèle à Taxe d'homo- 
logie pq. Or, les droites la et ip sont les bissectrices de 
l'angle formé par le rayon vecteur la et la tangente en I ; 
donc, dans le cercle a>, la droite la est perpendiculaire à la 
droite a^ et, par suite, à la droite pq. Gela posé, considérons 
le point r diamétralement opposé à I sur l'hyperbole. Les 
tangentes en I et en a au cercle et par suite la tangente en T 
à l'hyperbole et la tangente en a au cercle sont également 
inclinées sur le diamètre IFr D'autre part, la tangente en a, 
au cercle, et la tangente en F, à l'hyperbole, sont des droites 
homologues qui se coupent par conséquent sur l'axe pq. Il 
en résulte que ;> est équidistant de a et deT et que^par suite, 
son symétrique p', par rapport à a, est équidistant de I et 
de a. Les points tels que I sont donc sur un cercle (s^) qui 
a son centre en p' et qui passe par le centre a de l'hyper- 
bole (s). 

3® Cherchons l'enveloppe des cercles (s^), qui passent par 
le point a et dont le centre décrit l'hyperbole (s). D'après 
un théorème général, cette enveloppe est l'homothétique, 
dans le rapport 2 I i, de la podaire de cette hyperbole par 
rapport au centre a. Cette enveloppe, étant une podaire de 
conique, est une courbe y du quatrième ordre, admettant un 
point double au point a et passant par les points cycliques, 
qu'elle admet aussi comme points doubles. Cette quartique 
est une lemniscate de BernouUi; elle admet évidemment 
comme tangentes en a les asymptotes de l'hyperbole équi- 
latère. En revenant à la figure donnée, l'enveloppe des 
coniques (S^) est une quartique (F) qui admet comme points 
doubles le point A et les points B et C par symétrie. Les 
tangentes en ces points sont les tangentes issues de chacun 
d'eux à la conique (S), ce qui confirme ce théorème bien 
connu sur les quartiques trinodales : les six tangentes aux 
points doubles sont tangentes à une même conique; cette 
conique est ici la conique (S). Les tangentes au point a à la 
lemniscate étant d'inflexion, les six tangentes aux points 
doubles de la quartique(r) sont aussi des tangentes d'inflexion. 

4^ Nous allons faire, sur la quartique y, une remarque 
importante qui va nous permettre de déduire des propriétés 
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de la question (2), celles de la question (4), Considérons 
la conique (a), homothétique, dans le rapport 2:1, de la 
conique (5), par rapport au point a; c'est une hyperbole 
équilatère qui a son centre en a; et la quartique y est la 
podaire de cette hyperbole, relativement à son centre. Gela 
posé, transformons la conique (a) par polaires réciproques 
par rapport au cercle concentrique et bitangent; elle devient 
alors une hyperbole équilatère qui a même centre et mêmes 
sommets que Thyperbole d; elle se transforme donc en elle- 
même; par conséquent la quartique y est la transformée, par 
rayons vecteurs réciproques, de Thyperbole (t, le centre d'in- 
version étant le point a et la puissance d'inversion le carré 
du demi-axe de Thyperbole. Cette propriété résulte immédia- 
tement du théorème connu qui lie les transformées par polaires 
et rayons vecteurs réciproques d'une courbe à la podaire de 
cette courbe. 

Cela posé, appliquons à l'hyperbole (œ) les propriétés des 
paragraphes (1) et (2), et transformons la figure par rayons 
vecteurs réciproques, par rapport au cercle concentrique et 
bitangent. L'hyperbole (t) se transforme en la quartique y; 
les quatre cercles tangents à (a), passant par un point 
quelconque de l'hyperbole et par le centre, deviennent les 
quatre tangentes qu'on peut mener à la quartique d'un point de 
cette courbe. Les points de contact de ces tangentes sont sur la 
droite d, transformée du cercle (c^) qui passe par le centre a 
et qui contient les points de contact des quatre cercles. 

L'enveloppe de la droite d est la transformée de l'enyeloppe 
du cercle {s^), qui est évidemment l'homothétique dans le 
rapport 2:1 de la quartique (y), par rapport au point a. 
Donc l'enveloppe de Ja droite d est l'homothétique, dans le 
rapport 1 l 2 de la conique (cr), transformée, par rayons vec- 
teurs réciproques, de la quartique (y); c'est donc la conique (5). 

Remarques, — Prenons comme triangle conjugué par rapport 
à la conique (S) le triangle particulier formé par les axes et 
la droite de l'infini. Toute conique circonscrite à ce triangle 
est une hyperbole d'Apollonius de la conique et, par suite, 
nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Par un point quelconque (P) d'une conique (S), passent 
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quatre hyperboles d'Apollonius, touchant (S) chacune en un 
point autre que P, et les points de contact sont situés sur une 
hyperbole d'Apollonius. 

Or, la normale en P, à la conique, rencontre les normales 
aux quatre points de contact, aux points oh ces normales 
touchent leur enveloppe; et, d'après le théorème précédent, 
ces quatre normales sont concourantes. L'énoncé précédent 
se modifie alors de la façon suivante : 

Les tangentes aux points ou une tangente à la développée 
rencontre la courbe sont concourantes. 

Nous pouvons donner une démonstration analytique simple 
de cet énoncé. Soient a et p les coordonnées du point de con- 
tact d'une des quatre hyperboles d'Apollonius tangentes à la 
conique (S). La droite qui joint les deux autres points d'in- 
tersection de cette hyperbole avec (S) a, comme on sait, 

pour équation 

X y 

- -h 4 + ï = o. 

a p 

Cette droite doit évidemment passer par le point P {x^^ y^)» 
Donc on a : 

a p 

ce qui montre que les points (a, §) sont sur l'hyperbole 
d'Apollonius (SJ dont l'équation est 

X y 

Observation (*). — Cette solution montre que la question du 
concours n'est qu'une transformation d'une propriété clas- 
sique de la lemniscate. 

On sait que, si par un point de la lemniscate on mène à la 
courbe quatre tangentes, les quatre points de contact sont 
sur une droite qui enveloppe une hyperbole équilatère inverse 
de la lemniscate par rapport au centre. 

En transformant cette double propriété d'abord par inver- 
sion par rapport au centre, puis par homographie en conser- 

(*) Cette remarque est due à M. Boulanger, professeur à rÉcole des 
Beaux-Arts de Lille, qui nous avait adressé une solution géométrique de 
la précédente question. 
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vant le centre A et en amenant les points cycliques en deux 
points B et C à distance finie, on obtient les propriétés 
signalées dans Ténoncé. 

Réciproquement, la solution de M. Michel établit géométri- 
quement la propriété de la lemniscate. 

CORRESPONDANCE 



M. Dëlens^ professeur de mathématiques spéciales au lycée 
de Rouen, nous adresse la lettre suivante, rectifiant la solution 
donnée, dans le numéro de juin 1892, de la question 298 : 

ft Permettez-moi de vous signaler une erreur qui me paraît 
s'être glissée dans la solution de la question 298. — Si Ton 
fait en effet la première transformation indiquée, on trouve 
pour dernière ligne du déterminant : ce— a^ , aî--a„... x—Un, a», 
et non : x—Un o ... o «„; ce qui vicie tout le reste descalculs. 

» Il est du reste facile de rélablir le résultat exact en écrivant, 
dans cette dernière ligne ainsi rectifiée, le terme a„ sous la 
forme: («„ — ar)-f-a?, et décomposant ensuite le déterminant 
en deux déterminants différant seulement par la dernière 
colonne, le deuxième contenant alors x en facteur. — On 
trouve ainsi, pour le déterminant donné, l'expression connue : 
A = f(x) — xf{x) , en posant : f(x) = (a^ — a?) . . . (a» — x) ; 
ce qui permet de vérifier facilement la propriété énoncée à 
l'aide du théorème de RoUe ». 

Extrait d'une lettre de M. Droz-Farny, professeur au lycée 
de Porentruy : 

a Dans sa solution de la question 335, p. 237, M. Lebesgue 
n'a pas signalé un fait curieux qui ressort cependant de ses 
calculs. Pour un point P choisi sur un diamètre (D) perpen- 
diculaire à l'ane des diagonales du rectangle des axes, l'hy- 
perbole d'Apollonius a son centre sur cette diagonale et elle 
est tangente en à la seconde diagonale. Pour ce point P, 
le problème des normales devient quadratique. 

9 Pour les points situés sur les deux droites telles que D 
on peut construire les normales en n'employant que la règle 
et le compas. » 
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EXERCICE ECRIT 



74. — On considère tous les cercles C qui passent par le 
foyer F d'une parabole donnée et qui sont tangents à cette 
courbe; et Ton demande : 

1® l'équation générale de ces cercles G. 

^^ le lieu de leurs centres. 

3^ Par un point P du plan passent, en général, trois cercles 
C; n'y a-t-il exception pour aucun point du plan? 

4® Montrer que le centre de gravité du triangle formé par 
les trois points de contact, avec la parabole, des cercles qui 
correspondent à un même point P se déplace, quand P varie, 
sur une parabole de même axe que lu parabole donnée et 
dont on demande l'équation. 

6® Trouver le lieu du poidl P quand le cercle circonscrit au 
triangle des points de contact passe : 1® par le sommet de la 
parabole ; 2® par son foyer; 3® a son centre sur l'axe de la 
parabole; 4® a un rayon constant. (Delens.) 

Notes sur rexeroice 73. 

Sur A prenoDS deux points; les plans polaires de ces points se 
coupent sur une droite A' passant par les points de contact P, P\ 
Soient 

les équations de A ; celles de A' sont 

Aœajo -h Byi/o + Cs*. = i , 
X Aoj + jiBy +-yC« = o ; 

si la c[uadrique est représentée par 

Aa?» 4- By« + Gjï" = I . 

Le milien de PP' est à l'intersection de A' avec le plan diamétral 
conjugué de cette droite. On trouve ainsi, pour représenter le lieu décrit 
par le milieu de PP', les équations 

Aœx^ + Bi/i/o H- C3«o = I, 

Ax{x^z — xi^) = Byiz^y — y^z). 
Le lieu est une conique F. 

a) Si r est dégénérée, on a 

So(Byg -h Ax^ = o. 

b) Si F est une parabole, le point est situé sur le cône asymptote de 
la quadrique, etc.. 
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QUESTION 337 

violation par M. H. Lebesoue, élève au lycée Louis le- Grand. 



Dans un déterminant de Vandermonde 

I I œ^ a^ ... a;î~* | 
on remplace les éléments de la dernière colonne par 

xT''^, 4-iHi>^ ... aj(;»-i)+p. 
Démontrer que le déterminant ainsi obtenu est égal au déterminant 
de Vandermonde, multiplié par la somme des combinaisons p à p, 
avec répétition^ des lettres x^, x^, ... Xn. (Vautré.) 

Posons : 



vî; = 



I «Jl/J •■• m7 2a u[/| 



1 u/n ... i«/n 9 c*-n 



2P 
a?ia?2...» 1^ somme des combinaisons p à p, 
avec répétition, des lettres x^^ a?,, ... a?» . — Il s'agit de 
démontrer l'identité 

yp --. yo V 

D'abord, elle est vraie pour un déterminant du second ordre, 
car 



VÇ= 



I a^' 



= (a;j— a?i)(a?i-+-aîia^ *H-...+aîÇ) = 



I x^ 
I i». 



2 



P 



Supposons qu'elle soit vérifiée, quel que soit p, pour le 
déterminant V£_i. 

Soustrayons, dans VJ, chacune des (n — 2) premières 
colonnes, après l'avoir multipliée par «?„, de la suivante, et 
soustrayons la (»— i)^°»% multipliée par a^*, de la dernière. 
I x^-Xn, x^{x^-Xn) ... xj'~\x^-a^n)9 xT^(af^-a^^ 

^«^ I CCn-l-aî», Xn.i{Xn.i-Xn). . .xTA{XnA''Xn)y X^^{x^^ - afn^^) 

100 ' o o 

Divisant les (n — i) premières lignes respectivement par 
(a;„ - a?i), (a^n — a?»), ... (a?„ — aj,^i) : 
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VJr= {a;„-aîi)(aîn-aîj) . . . (Xn-Xn-i) 



p 

I f X^j • • • iX/{ 



•-', a!?-*2 



fl?ia;rt 



• •••••••••• 

Développant ce dernier déterminant: 

Yl=(Xn-x,){Xn'- x^)... (a:n-«„_i)[V5..4+ aj^VJZÎ-H . . . -t-xSV^i] 
Mais, par hypothèse, 

donc 

ce qui revient évidemment à 









R&inarque (*)►— Désignons par ^ la somme des combi- 
naisons A; à A;, avec répétition, des lettres a?i, x^, *..Xnf et par (**) 

la somme des combinaisons k k k^ sans répétition, des 

n 

mêmes lettres. 
On a : VS = Vt-i(aîn - x^){Xn - x^).. .(Xn - «^-i), 

Portant cette valeur dans Tidentilé (1) : 

(^^ ) r N?* vm' 

Or, si l'on développe VS suivant les puissances de Xn, les 
coefficients des lermes des degrés (w+p— 2), (n-h/?— 3),...(n— i) 
sont nuls; donc il en est de même dans le produit qui figure 
au second membre de Tidenlité (2). On obtient ainsi, en sup- 
primant le fadeur V^_i, qui n'est pas nul, et en remplaçant 

(*) Celte remarque est de M. Vautré. 

(**) Ce symbole peut s'énoncer en disant Somme prime h* 
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(n — i) par m, les relations suivantes : 

2: -s''- 



•m ^■■f» 



(3) ; ^^^ ^^^ -^^m .À^m ^^rn 

...-h(~l)^y = O 

Si Ton suppose a?, = x, = . . . aî,„ = i , que Von désigne 
par r* le nombre des combinaisons A; à A, avec répétition, de 
m objets, et par C* le nombre de ces combinaisons, sans répé- 
tition, la relation (3) donne : 

(4) rj, - T^^ci +...+ (- i)*rsr*G*^ + ...+(- i)pcs, = o. 

Il est clair que les premiers membres des relations (3) et 
(4) doivent se terminer, s'il y a lieu, au terme pour lequel k=m; 

mais comme les expressions V et G* sont identiques à zéro, 

quaud on suppose A; > m, on peut, dans tous les cas, con- 
server tous les termes. 

Si Ton substitue dans (4) les valeurs des symboles F et C, 
on obtient une équation en m, vérifiée, d'après ce qui précède, 
pour toutes les valeurs entières et positives de m. C'est donc 
une pure identité : et Ton a, p étant un entier positif, x étant 
quelconque : 
x{x •+■ 1) ... (a; -h p — ï) x{x + i) ... (a? + j? — 2) x 

pT (p- Oî I 

x{x + i) ..t (a; + p — 3) x(x — i) 

(p — 2) ! 2I 

...-K-OP^^-')-/^-P+')^o. 

^ pl 



Le Directeur-Gérant, 
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